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Ao integrarmos o grupo de Matematica da ZESC inicianos,
sob a orientagao do Prof. Gildberto Francisco Loibel, os estudos
nos eampos da Topologia Algebrica e Topologis Diferencial, que
congtituea vigorosa area da Matematica, e tdm produzxide fortes
reparcussoes em todas as outras areas, dando novos instrumentos
e novas tacnicas para resolucao de inumercs problemas.

0 nosso trabalho se enquadra mais dentro da Topologie
Diferencial e tem carater bastante geometrico.

Expressamos nosss gratidao so orientador desta tese,Pro
fesegor Gilberto Francisco Loibel, pele constante estimule e de-
dicagio com que nos orientou, & manifestamos mais uma vez a nog
sa admiragao pelo idealismo e entusiasmo com que ge dedica a ax
dua tarefa de orientacao e formagac do seu grupo dentro do De-
partamento dse Matematica de Sao Carles, contribuindeo assim, de
maneira inestimavel, para o desenvolvimento da pesquisa ctenti-
fica em nosso Pais.

Queremos expresgar também o3 nossos agradecimentos a Fun
dacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Szo Paulo (FAPESP) ¢ ao
Conselho Nacional de Pesquisas (CNPq), pelos auxIlios que tem
dade aoc Departamentc de Metematicu de Sao Carlos pars a aquisi-
cao de obras necesearias a pesquisa cientifica e qua foram de
real valia para o nosso trabalho.

Manifaestamos ainda 08 nossos agradecimentos ao nosso co
lega Prof. Aldo Ventura por ter ouvido as nossas exposicoes elf
do o nosso trabalho, fazendo vaslicsas sugestoes.

Manifestasos também os noesoe agradecimentos & Secreta-
ria do Departamento, ATlets Di Nardo, pela dedicagao e boa von-
tade na datilografia desta tese.
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Diversos autores estudarsm o problema da extensao a
um espaco X de uma splicagio £:A =X » 8° (n»1,2,...). Mas
nestes estudos exige-se apenas a continuidade e nao a dife-
vanciabilidade da f e da extensac. No nosso trabalho, os es
pagos sac variadades diferenciiveis e impomos condigoes mais
csotritivas 3 natureza da extensso. Especlficamente, dadas
as variedades 4" e N, Mi (i=1,...,k) sudbvariedades compac-
tag, digjuntas, de M® 2 dados o8 pontos &, (4=1,...,k), dis
tintos, de Nn, perguntamos: existe eplicacao diferenciavel
2:u™ » ®® tal que f”l(ai) - M,, a, valor regular de £ 1

0 posso trabslhc se restringira aos casos M = st ,

-8 o principalmeante com n = 3,'n = 4.

=38

No Capitulo O citamos apenas alguns fatos basicos .
tio Capitulo I mostramos que & significativa a inclusao da
condigso "ai valor regular de £", sem a qual a extensao se-
ria trivial, e que f & necessiriamente extaneso de uma apil
eagao diferenciavel definide nas vizinhangas tubulares das
My on .

2 tal

No Cepitulo II mostramos que existe £:32 = §
que f'l(ai) seja constituide de uma veuniao de eircunferen-
z{as planas, prefixsadas, Yij (j-l,....ni) duas & duas 'sepa
radas" (ver pg. 21), a, valor regulazr de £.

0s Cepitulos IIY e IV comstituem & parte mails impor



tante deste trabalho e tém por objetivo a demonstracao do "Teo
rema Prineipal”, enunciado & pg. 66.
As construgoes mais importantes sao, no Cap. IXI, o=

paragrafoe 4 a 11 que nos permitem construir a “"Operacao des~

vio" com a qual podemos garantir que se tivermos uma aplicacgac

3 2

diferenciavel £':8° + 3° tal que as imagens inversas de dois

pontos distintos, a; e a,, de 52 gseiam dois nos dados, 7i e yé
3

-

triviais ou nao, disjuntos, regularmente imersos em 87, éom ng
nero de entrelacamentoc qualquer, e sendo a, valor regular de
£', entao, a partir de f°', podemos construir uma outra aplica-

3, sz tal que as imsgens inversss de ay

cao diferenciavel £:8
e a,, sejam y; e outro no Yy, obtido de y,, “desviando” déste
um pequenc trecho, de modo que o numerc de entrelacamento su-
mente ou diminua de uma unidade, e seundo &y tambem valor regu-
lar de f.

No CapIitulo IV, as comstrugoes mafs importantes szo no
§ 1, pgs. 69 a 73, que permitem deformar o nos dados de kenil

forma que sejs posefvel aplicar no § 2 a "operagdc desvio” re-

duzindo ¢ Teorema Principa) & situagao resolvida mo CapIituls iT.




NOCOEBS nfsicas

Neste capitulo focalizaremos as situagoes classicas
em que o problema da extansao tem sempre solugio e daremcs

&lgunsg conceitos relativos a uma apiicagio difarenciavel.

§ 1 - 0 problema_da extensao

Sejam X e Y espagos topologicos, A um subcon-

Junto fechado de X e £:A + Y uma aplicacao continua. Oma a-

plicagao continua £':X + T 31 gue £'(x) = £(x) pazs x & A
e chamadz uma_estensao de 7 = X. \

O problema da extensao e determinar condigdoes sobre

X, A, Y ¢ £, necessariza ou suficlentes, ou ambes, para a e

xistencia de una £'.

§ 2 - Homotopia

2.1 - Sejan f_,f;:X + Y continuas e Y o tntervale fe




chado 0 < ¢t < 1. Dizemos que £ & homotopica & £, © escre-

8
vemos £ = f., se existir uma splicagio continua F:Xx1l + ¥
tal que ¥(x,0) = £ (x) e F(x,1) = £,(x); a aplicagdo ¥ @cha
mada umna homotopis entre fo e £1 {ou da fo en fl). Se
F(x,t) = £ (x) para todo x € A diszemos que f, e homotdpica
a !1 relativamente a A e denotamos isto com £, * £1 rel 4.

Para cads t definimos fe:x + ¥ por
fc(f) = P(x,t)

2,2 ~ Consideremos o espago produto X%I, seu subesz-

pago M = (X20) {/ (X1} e a aplicagac ¢:¥ =+ ¥

definids por ¢(x,0)-~ fo(x). ¢ (x,1) = fl(x) para tede x £1X.
Bntso toda extenaso F:XxI + Y de ¢ & usa homotopia entre £h
¢ £, a vice-versa. Isto &, £ = £, se @ soments se ¢ se es-

tenda a XnIl.

§ 3 - Condigoes sspeciafe para existéncie de_exten-

sao_continue

3.1 ~ Sejam T = ACTX ¢ £ » identidade de A. Se uma
 extensao £' exizte, A & chanado umretracto de

%X o a aplicagso £' uma retracso de X eam A.
Suponhamos que A geja um retracto de X e g uma re-

tragdo de X em A. Entao para todo espago Z e toda aplicagao



continua f£:4 + Z existe & extensso £':X + Z dada por ¢£°(x)

= £(g(x)).

3.2 - Seja (JA) um per triangulavel ((2), pg.60).Sa
be-se que (7; pg.7) L = (Xx0) (L (AxI) & umre

tracto de XnI. Em consequencia:

a) se £:X » 2 @ uma aplicagao contimua, uma homoto-
pia de f|A pode ser estendida & uma homotopia de

£.

b) A tem & propriedede da extemsas de homotopiec em

X com relagao a qualquer espago 2. Expllcitamen-
te, sejam fo,!I:A + Z ¢ F uma homotopla entre f°
e £f,; se £ admite uma extensao £, & X, existe
uma extensao £, de £, 8 X e uma extensac F' de F

a XxI tal que F' & uma homotopia entre £, e £1.

Portanto, a existencis de uma_extensao f' depende a
panag da classe de homotopia de f£. |

Suponhamos, por exemplo, que fosA + Z @ homotopica
a umna aplicngio conetante; como esta se estende a X, segue-
se que fo takbem se estende a X. Em psrticular, se Z & con-—
tgg{vcl & um ponto, a contraqio da uma homotopia de fo a uma
aplicegao constante; assim toda aplicagao de A em um espago

contraivel Z pode ser estandida a X.



Para os conceitos que se seguem vide {10), pg
122 a 124 o (12) (1.10, 1.12, 1.33 e 1.34).
Indiquemos com HP 0 espa¢o vetoriasl tangente a uma
variadade diferenciavel M, no pounto p.
Sejam M™ o R" variededes diferenciaveis de dimensoes

m € n, respectivamente ¢

£:M° < §°
uma aplicagac diferenciavel. (Para nds significaria C .) To
nemos um sistema de coordenadas xz:U © RT, em HM°, em torno de
P, ¢ um gsiatema de coordenadas y:9¥ < Rn, on Nn, em torno de

q = £(p), de modo que £(U) & V.

A matriz da transformagiéo linear induzida

relativa a esses sistemas de coordenadas @ a matrie Jacobia

na de
-1
yofox “:x(¥) + y(V)

a qual, por simplicidade, chamaremos a matriz jacobiane de

f no ponto p.
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£:x" < ¥ § transversal a a st ¢ somente se g & um valor re

0 ®

gular de £ (pois, neste caso, © posto de tp igual a n, 48

to e, fp(HP) - n,(p)).
Se A< K", uma fungao f£:A < N" & diferenciavel, se
ela pode cer setendida a uma funcao diferenciavel definida

en uma visinhanga U de A.




I.1

CAa®» fxuro 1

APLICAQOE§*DIFERENCI§VEIS DE_VARIEDADES EM

VARIEDADRS COM CERTAS ANTE-IMAGENS DADAS

$§ 2 - ¥roblema gera?

Sefam M ¢ X variedadae diferenciaveis, M. a N

i : §

(d=1,2,...,%) subvariedades disjuntsae de M e R, respectiva-

mente, £,:M, + Ny aplicegoes diferenciiveis e sobre. Em gque

condigsoaz existe uma eplicagao diferenciivel £ de M em N tal
qua
a) fIH:i N
) £ ) au, e
i i
e) f seja transversalmente regular eobre cads um

dos Ni ?
0 nosso traba'he se restyingivra s cascs em que M =
s“, N wm gh™® (n > m) (prineipalmante n s 3 gw f) e og Ni
230 pontos distintos, 2,, de gh~® o eatso, a condigae )

toma a forame

¢'; ceda a, @ um valor regular de £.




§ 2 ~ Obsexrvagces

1%.) A supersicie esférica S*, que & o conjum

T+l ca1 que Ex: = 1, seva eon

to dos pontos (?‘1""’32»}1? & B
siderada tambam como 6 ezpeco suclideanc rT compactificado
en um ponto w, isto e, st o RF 4 {w}. A :!.dent:l.fica;io pode

sear feita por projegac estereografica.

2%.) A inelusao da condicao e¢') & eignificaci
va pois o oroblema da extensao s0 & interessante quando se
trata de conptyuir mplicag%es diferenciaveis taie que as sub
variedades prefizadas gefam imagens inversas de valores zve-
gulares. Com efeito, construiremos, ebsixo, ficilmence, a-
slicagcoes diferenciaveis £:R® « B ou Rz, para &5 quais 080
e satisfeita a condigao de seren ms subvsriedades prefixs-

dag, do Rn, insgene inversas de valores regulares.

Exenplo 2) ~ Sejam M, uma variedade compecta regu-

larmente imersa em K- e O = Tgiml) uma

viginhanca tubuler aberta de Hl, de rafo . Indiquemos com

p(P,P ) & distancia de um ponto P & 0 a variedade M,, szndo
P, o pé ds perpendicular.

~

Entdo a fung@o @:R° + R dafinida por

Qj

92(P,Pa) se P&

$(P) =

N
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I‘ ® Iz disjuntas, regularmente inersas no R®. Podemos de-
sesminar, entso, visinhancas tubulares disjuntas T‘(Ml) e

t.llz) e dufinir uma funcgao continua ¢:R" » R por

2 g LA
P (P'PO) sea P € T‘(ul)

2

—gn—

or) = 2¢% - p2(r,2) sa p € T_(H)

. e r ¢ T M) UT ()

—

(.4

olz (MU T (M) @
o 12e?) - M,.

diferenciavel ¢ @ tal que 0-1(0) -H o,

Exemplo c) -~ Se tivermos k variedades disjuntas com

pectas, Hl""’“k’ ragularmente imer-

say mno ln, podemos obter vizinhangas tudbularas T‘(Hi), duas
a duas disjuntas, e podemos definir de maneira amaloga ao

que figzemos antariormente, uma aplicagao continua

de modo que

2

(1=1,...,k)

¢(T (M,)) = segumento a, ] | ogRr

como mostra a figura abaixo
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¢ de tal maneira que na reunizo das viszinhangas tubulares ¢
@ diferenciavel, 0'1(a1) - M, o, ¢(Fr T‘(Mi)) - 0 é,kz e
¢(P) » 0 € R se P niao pertence a reunisoc das vizinhangas
tubularee.

Também nos exemplos b) @ ¢) & possivel obter uma a-

plicagac diferenciavel f, & qual & uma $-aproximagao da ¢ ,

mas em nenhuw caso & satisfeits a_condicac de serem as Sub-

variedader M, do R™ & agspg,;_y_ggggu_pmggiﬁgggr,-regnlﬁggg

de f.

0 problema enunciado no § 1 deste capitulo,

no casc en que H; é¢ uma subvariedade compacta de M2, Nes"™®




-‘12 b Io3

{(n >m) e “1 ® g un ponto de 2" toua a seguinte forma:

renciavel

tal que £ 1) = M?, a valor regular de £ ?

RBatudaremos o caso0 e&m que M" & tambem ums variedade
eompacta.
De acordo com o taorema 4.1 (Apendice, § 4), ¢ iste

aplicagio diferenciavel
$:0 u; + 87" o BB {(u}

de um abertec 9 = TECH:), de M, em €™ tal que ¢ 1(a) = Mg
onde & e valor regular de ¢ se ¢ sominte se existem n-m can
poe de vetores normais, diferenciavais, linearmente indepen
dentes, em MT.

A aplicaqio ¢ € definida covo a composta das aplics
goea:

®_.0-0 _': p—m H g~ 12, SRR o RETEGS (w)

)
[ n )
1] T‘(Hl) - lesc -
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(vide Apéndice, § 4.1) e, entao, ¢(R) @ em S ™ uma visinhan
¢4 em torno de 2 = 3,(0), ¢ € R"™™, difeomorfa a bola aberta

de raio t em Rn-n’ viziahangce esta que _ﬁ._njj,ﬁg_gxg_m_gg_g_a_g_‘g (con
p®- ™ ~-@

= & um valor regular de ¢.

» ¢ todo ponto x € 1!

]

4.1 - TBORRHA Seimn M, subvariedade compacta de ums

et S — b ———

y®
1
variedade compacta a e a um_ponto de

—t

s® ™™, Admitamos_que_exista a_aplicacio diferenciivesl

T v 4 B 1 o —— 0 gy

$:8 = T (M) + gh~® (a do § 3)
onda O = T‘(Hi) 3_upme vizinhange tubular de H’i’ eR u®, com
¢ ey » M} & & valor regular de ¢.

Entao, sxiste ume fumgso comtiaua

-

t£al que glﬁl = :‘plﬁl, g"l(c} = Hlil e g(bﬁ“—nl,c gt ® - B, om

de f, = T (HMT) 2 upma wigiutiuse tubelar sbexta, de Mm, en
— 1 €, 17 = s B 1
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. & a bola aberta em 8" ", de
) §

Hn, de amplitude 2:1 < 2¢c o B

centro 2 e r €,
Demomstracao - 4|8, & uma aplicegio diferenciivel

B n n-a
01.31331 - 8

tal gue ol(ﬁi) - B:;a, 41'1(a) - H:, e a valor regular de -

A fronteira Fr 2, ds vizinhanga tubular é uma superficse

(n~1)-dimensional fechads, e ¢1(Pr Q]) - sn-n-l. fronteira de
"
s |

— =
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n

K" - ¥e 01 tem duas componentes conexas, 01 e a pazr

te axtexna X »~ M® - 51. Alam disgo, E = ¥ () ¥r 2y @ compac~
te (aulbrconjunto fachado do compacto ") e & variedade con
bogde ¥y 91.

Consideremos, entae, o par triangulavel (X, Fr 2,).

Fr 91 e subeomplexo de E ¢ temos uma aplicaczo con-

tinue

1.¢ gh=B _ po-m

) n~-n-
v = ollrr 9,:Pz @, < 8 ‘
gyue queremos estender s uma aplicagao continua

h:E <+ gOt°R _ pB®
€1

fi-m
9
“1

homeonmorfo & uma bole fachada (n-m)~dimenasional, tem todos

Has, esta axtensao existe, pois st® - B gendo

o8 grupos de homotopia nulos e, portanto, naoc existe obstzu
gio & exteunszo de ¢ a E (9, pg.94).
Com isto ohtemos uma aplicacao continua glcobal

)

g:M - g™

definida por

9,(2) se PET,
g(P) '
h(P} se P& X
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Observa-ds que M® n 5IUE & que ¢, ¢ h coineiden ne
incareasgas ﬁif\'f = fr G.; logo g @ continva @, afade, g &

difeazenciivel am 2 e g"lfa) - m:.

§ 5 ~ Exisc@nsis de splfcacic diferenciivel
2:M% » §°7R gop £ 1a) = H? & a ¥slox repular
ds f

Cicemon, aquim ua Lema cuja demonatraqﬁo ge an
contra am [12), 3.11 e (15!, P8.23, 6 qual usarewnes algumas

veses naska trebalho.

3.1 - LERMA: Seism M, e M, vaziedades difersaciiiveis
& g:M; » M, uma aplicacso sontinus,sgual
& difexensgi@vel em um gubgoniupto fechado A de ¥, (isto sig-

-

nifi¢a que g @ diferenciavel em algum abecto & =DA). Seia

8(x) uma funcso positiva continua em M, ¢ demoe a M, a mityi

¢a determinade por alsums imersso Mz c;,Rp. Bnsaoc_exigte
f:ni - M,
22l gue

a) £ 2 difepemciavel
b) £ £ vue d-sproximacio da g
e) £|a = gla



Seja g:M" < 8% ™ 5 aplicacao do § 4 e considerewos
nz = T‘ (H:) ume vizirhanca tubular abexte de ui, en Mn, de
2

amplitude Ze, < 2¢,. Semdo U, um subconjunto fechado de u®

n=~R

@ g:M® » 8 uma aplicacao coutinua que & diferenciavel em

ﬁé, exigte, pelo Lema 5.1,

g:M° » go™R
tal que
a) f ¢ diferenctlavel
b) f @ vra é-aproximacao de g

c) flﬁz - 3]82

c')
b

Ho nosso cago basta, agora, tomar o numero § < —=
2

pare que 2 imagem de M® - 52, pela £, nao invsda a bolz
n-a
¥2/2

£ 1) = HT e a valor regular de £,

B de centro no ponto a de 8" ©; e de ¢) segue-se que

§ § - Uma_condicEo necsssarie para a existencia de

gxtensnc diferenciavel

Daremos, peates paragrafo, um reaultado bastan
te importamte, o qual constitui ume condigsao necesearia pa-
ra & existancia de extencaoc diferenciavel com as condigoas

iwpostas em I.1.




qig

et
O
ta
%
E‘n

: - 5 .
6.1 ~ TEOREKA: Seijem M ums variedade escmpaste, |

{ie=l,...,8) gubvazisdadss acompralas,

o] . .
disjuntas de M, 2, {2=1,...,k) vontop distintea d2 una varn
E e - . .-
riadade B (z « &), Be& sxistir awilcacas difevencinvel
u’m z-‘ “T 4 - [
£.15% » W ge ¥7 em W© L0 £ a, 380 wvalares ye-

- Denepetrdcse ~ Chamamés pents yeswlax d2 £ & tode

ponte v & ¥ ao suail 2 metriz Jace-

biapne de £ ten carpegsricties noxima ¥ = minlm,r). Entao,da

eontinuideds da fumeio deteruinante, @ mstriz acims terd ca
racteristica r tamben nems vizinhanga da p.

My, sendo imagém invavsa d8 valer regular, @ conpog

te semernte de pontes resulared. Mes, da compscidade de ﬁi =

Ga observagao acima, erista centarente uma visinhanga tubs-

lax Wai, de Mi’ compesta somente de poentes vagulakes.

R ) -~ o L P e -
Dedcnsgtrenod,- enitad, que o2xiste uwas eeluls aberta

R . . ) -3 )
T,, vizinhanga de o rald gue £ 40U }c:’_‘slsS o
-'a an - i
Admitamoe que aio ezleis vizishenga U, de 5. conpog
taz gomente de valoyves regulares, BEntzo existe wus  seguia-
eia {b.} de pontoe, comvergeake pawa ag, o guals 2Eo 836

valores regulares. Ha imagen inversa de esds gents L esco-
s ' LA

lhsmes um ponte e rdo perteneante a ¥, . Come u° & compac-

wein {e, } conver-

ta, 8 segquencis {e )} sdmite une subseqw
' ' “a



gente, 10 NCs50 €380, para uUm ¢Arte ponto p, LED pertencen-

te ¢ M, dato e,

iim cjstt w pié}ii

3,0 = Pa

f(pi) = a,, 0 que implica ) & f'i(ui) © ¥;, absurde.

Maeg, pela continuidade da £, f(e CONVELE2 DALR

6.2 - COROLARIO: Nestas condigoes, tomande ume bels

egbexrta vi, de centro a, Vi < Ui,

nums conveniente metrica em M-, f-l(vi) 2 um fibrado sobre

-1

v,, isto &, £ (v,3 2 homeoworfo 2o produto eartesiano

f—l(a1> = ¥,. Rertanto, f-l(vi) é ume vizinhanga tubular de

- f"l(ai) ({24), Théoreame de la Fibratiocn, pg.56 e (15},

g

PE-53).

6.3 - Conseguencis importente do teoxeme 5.1 e do

Corolario 6.2 ¢ que 0 ProcsSgo POr NCE OMPTE—

gado (5§ 3, 4 e 5) gde

10) eatender as fungoas dlfevencizvels
» ) r
£yiMy * &, €FR

a una aplicagaoc diferenciavel ¢, definida nas vizinhancasen

bulares dos Hi’ da qual o3 pontos 2y a0 valoras regulazes e




29) depois eszender a ¢ &0 espago restante de modo

que a imagen deste pela ¢ nao iavada as vizinhangas v, dos

a8, @ o “nico possivel.

6.4 - OBSERVACAO: O Teoreme 6.1 nao & verdadeiro @

M™ ndc @ ums variedade compacta.

Por exemplo, sa tivermos i = R, N = R, a, = 0, para uma fun
geo diferenciavel £:R < R, negativa para x < 0, £(¢) = 0 ,
positiva psra = » 0, com derivads positiva no ponto x = 0,
@ gque ten 05 numeros reais % como valores minimos, confor-
me mostra o grafico abaizo, o numerc real a; » 0 & um va-
for regular de f, poie sl o grafico & trarvsversal. Mas,neg
te exemplo, a, *» 0 ngo poseul uma vizinhanca congcituida 20
de valores regulares, pols e ponto de acnwulacio de valo-

.
res cricticos (os valores miuniwmes =).

NeR

B ol pofee

(=]
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CAP fTULO I

3 2

APLICACORS DE 8~ 2M S

Mostraremos neete capitvlo que, dado um nimero fini-

tc de pontos distintos &, (4w1,...,k) da 82, ezipts apilica-

¢80 diferencisvel

tal que =2 imagam inversa de cada ponte a, seja constizuida da

1
ume raeuniao deé cirveunferéncias planas prefixadas Y44

(jﬂl,....ui), duas a duas “gevaradas", regularmenza Amzress
en 33, sando oz pontos a, valores regulares de £f. Se i wim},
1, = f'ltal) 4 um nd arbitrarie, trivial ou mao (Apendizae, §

2.3), reguiarnente inerso en 83.

NOTA - Daqui eu diante, por nos Y, (3=31,...,%) "sepa
rados" devemos entender que existem, em Sg,bg
las 3~dimensiounails Bg,...,B:, disjuntas, contendo no seu in-

tarior YyvoreaVyo regpactivamente.
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§ 2 ~ Priveiwo caso

1.1 - TEOREMA: Dado um no v, zogulagmente inerso en

33 ferivial ow nio}, exziate aplicagég

diferenciavel

(2]

tal gue fhl(a) = ¥y sendo ¢ pouto a & S2 veloxr wezulaz de £.

Demonetragso ~ De acordo com o gue vimos wno Capituleo

I, 85 3,8,5 @ 6, dada ums subvavieda-

de compacta HT de 8% e un ponio a de gh™™

cac diferensidvel

, exizte uma eplica

con f-l(a) - Hg e & velox regular de f se 2 scnsnte a8 au
tem n-z campos de vatores normais, diferemeiavels, linesyraesn
te independeantes em ﬁ?.

Ora, no z2eso particulary de n » 2 e o = 1, existen s
pre nu-m = 2 campos de veiores normefs, difevenciaveis, linee

armente independentes an 74> ©Om O que flez demensizagde o 28

orera.




§ 2 - Segunds _case

Exiastencia de g:8° + g2 dtferenciavel, ail

ave se $magens fnversar de dols pountos discinzoz &
2

&

128
1

2
sajam, zespectivamente, duse sivcunferencizs prefizades vy

8

F

2 Y, {bordos deo discoe plancs) separadas, & saondo &y & 8,

loree regularaes de £.

2.9 - Preliminares

Sende y; e Yy, separades, existe ume distancle
positiva entre elsp & podemsz, entdc, determimer vizishausgos
tobularas fechadasz Vi @ Vz de Yy ® Yy respectivanentes, tam-

bem disjuntas entze si ¢ aplica¢o2s diferemciavais (Cap. T ,

§ 3)
¢1:vi » 8 {L=3,2)

tals gue éi(vi) = BA(ai,ei) @ Bz “disco" fechade, em 82, de

i
. i
centre a, e raio €, €, indicarnde com ?i = Fr(?i), ¢i{11}a 3,

a circunfarencis fronteira de Bi, @ $;1(a{) = P sends g

an

i
vyalor wegulay de ¢i.

Indiquencs com

ve v, UV, , MHe§ -V, TelJT, =suHAT




Juatas, 8s ¢,, defimen ums aplicagac diferenciavel

tal que $(V) = B = Bi ng, 9(T) « § = siu sg e qs"lcai} -
ol PP zendo os pontos ai_é.s‘ valovres regulares de 6.
Hogtraremds abeixo no item 2.2 deste pavagrafo,que

a4 aplicagao diferenmciavel §:V » S2 se¢ estende & uma apliecs

cas continua 3:83 - g2

£:5° » §?

e, pelo que vimos em I.5, existea
diferencisvel, a qual € uma extensao da ¢ e uma
$-aproximacao da g.

Antes de tudo, no item 2.1, abrixo, dazemcs em re-

sultado iupoxtente.

<




cuap g
¢ S a1
o 2 o - it od & A

2.) - TEOREMA: O probisma da sxilensic so 37 de_apii-

eagso difavencisvel ¢:V =+ sz, degte

pacigrafe, & essepcielmente eguivalents no da extensas a uma

bols fechads gque goutenhe Vl e Vz no seu interior.

Com efelto, sende ?j & V2 compactos, existe v eufici

entemente grarnde tal que ¥V = ‘:’1 ) ‘ch'.Bi, bole aberte de& cen

o
tro na origen, raolo ¢ & fronteira 8°.

2

~ - 3 2
Aduwitamos que a aplicagao difervenciavel $: V< & + 8
e entenda a vme aplicecic rontfnua h:Bz + 8% nes condigoes

do nosseo problema, 1sto €, tal que

2 0

WE> - Ty s? - isiuxgk }

Como 37 ~ {82 (JB2} & homeomorfo mo eilimdro s® x 1,

2 2 2 i
T,(s" - {31 Unzi) = B (8" % I} = 0 .

2

Loge, hisi é¢ howmotopicas a zero em §° - {B§ L}E?E) e,

- ki
sendo Si fronteiras tambem da bols 53 - B;, hlSz ge cateade &
83 - B:, com imagem 2= 82 - {‘b’iu Béj .

Existe, portaunte, g:33 + 82 continua, tal gue

iad 3 2 2 % ) -
g8, = b e g(8° -V )8 - {31 LI323. £ clarc, entao, que

(= hqi(aa) - g-i(ai). A reciprocs & obvia.




2.2 - Bxtensiao da aplicagso diferemcidvel ¢:V + §2

{vide II, 2.0) g usa aplicaguo continua

g:83 » 52 ¢al gue g(s? - V8% - B

Consideremos as circunferemcias
b ]

ceomo Lmagens en Sz {vidan fig. em XX, 2.0) Qe cuzxvas pareme-

trizedeas
P SEE (seja 0 < ¢t < 1 o parzmetro)

Como as Vg 820 circunfereacias planag, gg vizinhan-
¢&8 tubulares Ve sao tores de rotegao, de sima Yy» © 29 “pro
jegoes" 9@:?1 -» Bz dzfinidege no Cep. I, § 3.1, saoc tails que

ags fibrse

1

d7Me ey = e e

sac cirecunferenciac sobre T,, diejuntae, homdlogas & Y, ®©

1!
tais que

Q)u: .o, (1n31,2)




1
=
B

|

2
Indiquenne con U, e dixcy plane de bozdo v,, fagzumar

A'z-
Cy(e) = P, e Cy(2} = @, & podenes super ci a ﬁi(X‘ri = g

g
" ¢ °
-1 1 K 2 ~%.. . '
= Pled wnNT, » 0w 2 3.
¢ (7, © 2 2 o LA
. 2 Z N .
Petotenca, sinda, com eo & &0 as dizeosn planss, oo~
. 3 . P ~ 1 L
tidog em if = 87 - {?Q ij?), cujee frontelivam sae ¢ e &,
o n (¥ L2
reepectivagante.
-
i
o
Conalderenos, vara canda €, superficias de zeltagso mf
- 2 N X
sguperpvostas upe a ouwive, & partlyr de e, @ de borvdn e, *
\

M
@ ﬁll(?t)‘ conforne montra & figuva abaizo.

4 vauniao dastas superffefes cow a vizinherga tubu-
lar 7, scréd am seiide W, de seperficis e> | Jje-
i - i ? s e l)ey.

Vefininde

2
gle) = P
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]
L
?1.

toda a suparficie ci&} c: do salide W, vai pela aplicagas g
1
[} 3 ?oe 810 |
Com a superficle dg de bordo d: pvodamos fazer uma

construgcko analoga: comnsiderames superficics ¢? superpostas,

13
uma & outra, para cada t, a2 parvtir de d:, e de bordo di .
- ¢;1(Qt). As superficias a: poden ser tonaedes sernpre digjun
tas das c:. A reusnizo destas superficies eow a vizindange cu
bular V, serd um solido H, de fronteira diudi, e sera

W, \ V¥, = §. Definindo, tamban,

2
g4} = q,

~ 2 a 2 2 1
tods a superficie do\) dy do solido W, vai oels g em Qo S 8,-
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v
L]

BN

A figura abaixo mostra uma eecgao transversal de unm

trecho de wz.

Ae cirecvnferenciae Yy ® 7, poden ger coneideradss eu
ficientemente afastadas de modo gua podemos tomar duss belias

abertas !i e Bg. cujos fechos Bi © Bg a0 digjuncos, conken-

do no seu interior Wl e wz, zespectivanente, ¢ deflnir

B(3] - ®y) =P, e g(B) - W) =0,

3

Por outro 1lado, 53 - (’i‘d'nz’ e homeomorfo a g2 " T,

I = intervalo 0 < 8 < 1, por um homeomorfismc 6 tel que




L7 . 2
8{¥e Bi) @ 82 r O ) o{Px Bé) @ 8% = i

Conctdarsndo um ares reguliar
75 2 ”
c:x 8% - (3] 35}
de ezxtreucs Po @ Q@, dafinencs

g{ay = o, #{a}} , a € &% - (BT r3E3)
S AN g ¥ P ) o B 3.’

2 S,
eude T,:87 = L & X @ ¢ projegde zsobre o 2¢ fator.

a

Tewos, portanto, censtraide uma asnlicageo continug

&3

g:9% -




[

o —— ———

g(n: - “1) = Pc, 3(3; - Hz) = Qo e laye SS

um arco regular P, ro;sz - {Bi Uﬁgk.

2.3 - TEOREMA: Dadas duse circunferancias Ty T Tx s
3

separedas, em 87, e dados dels peuton

istintos a, & a, de g, existe apilcagao difavenaiivel

el

tai gue f-liai) = vy (1=1,2) e &, & walox xegular do £.

Denonetragso - Vimos em 2.2, que existe aplisngas oop

tinus

k]

que restyita ao subconjunto fachado V = V. 4/, 3 4iferencis
val, g-l(ai) dl 7} {1=1,2) com 8, valoy regular de ¢ = gl|¥. /

Counsideremoy vizinhangas tudbvlares fechszdas v; dg Ve
de ampliitude menozr do que om de vi.

Entdo, de acorde com o Lema 5.1, Cap. I, existe




¢iferancisvel, & qual ¢ uma extansao da g|?¥’ = vi LAT & wixa

5
é-aproxinmagso da g.

8eado ci e %i os ralos doa discos fschadows gi?i} &
3(?5), en 82, basta tonar § < nin(miiﬁ, cifZ) gue ReTEBHS
f"x{ai) -y, e sac os pontos a; (i~1,2) valores wzegulsres de

Z.

Z.4 - OBSERVACAO: Poderfamos teyx definide a apilics-

gao_continua

o
<
-l

< o 3 ] 3 4 £ -
vista em 2,2., gltersudo-a sobre 37 - ELEQJF32} dg zesvingg

maneiva:

podenos Setermfnar vizinhasngas tubulavasa feahadas,

—_— —— -."
@, e 2, das cuperficies Pr Bi e Fr B, respactivamsnte, de

auplitude 2¢ suficientemenze vequena de modo gue 5;53\55 =

= §; indf{quemos eom X, (i»1,2) s regilac ds 5: que nae pav~

1
tence ao interior de Bi.
Ai Bi (Ai percorzrende Fr Bi) disjunton, norzmsais s P Bf‘

L5

-» -
Portanto, Ii e ruuniso de gegmenise

"

2

_ 2 o
Consideremos um arco regularw Po QO{:ZBZ - {Bzgfﬁzf

e saja B um ponto deszte areo distimto dos extrenos. EZatac ob
temos uma apiicecac continua g definindo-a de modo a  levar
cada segmento A, By homeomorficenente sobze o ezco P, @ 2a-
da segmento A, 3, homecmdrficaments sobre o axes { ¥. Fazou-



do 8, = B3 1 , 2 Te U, & levade 1o nonte i, Bawta wsniie £z
.} 1 4 i :

RaT, agerTa, 3483

= &kajuzi = ponto E.

%~5 - Obsarvecsn: A congtrugse felita em XL, 2.4 ael-

wma, 6 velida tembém no cese em gu:
pe depala gue cada Mi - fmi(ai) (1m22,2,..,%) 2eja consticu’«
da de um nomers finite da circunfer@ncias (FPRLELY FHEEA

3 )
mersas s §°, mutuemente seperedae. Dafinimow, de medo anilg




g0 #5 gue f4remos no iten anterior, as apviicagoes sontiavss
2

gi:ui = 87, onde cadg Ui &, agera, wwa recaiss JdLolvate o

-: . &) 5 3 ) o ¢ &5
ua néuexo finito de e6lidos U, = Bij\,lxijc Assin erde g

S8

- 2 Lir i
iava os corrappondentses Y,., ne ares P RBLST ~ (3T id.. aim0)
15 e . S £

lavendo as ¥y U13 ¢, am eonzaguancia, Fr U, no sonts I.

L

Py o5, -
49
B i
o
. : 2 y
\ |

.\

4 syplicecsc conatante

3

8~ - {Ulkj ...ijk} > poutso &

junte com as awlicagees gy definz ume aplicageo continus

tal que restrita so subeconjunto fechade V e W L. ...4/ ¥,

difarencfavel.




i
[0
LA

1

3

<
ten
-
=
3
(31
l-ﬂ
<

112

0 sbjetivo daste capftulo @ womtrax gue 58 fiverus -

uma apiicagac difcorenciavel

5
f’:33 -+ 8°
ta? que as fumagenz luveramas Jd6 dods pontoe diatintos, &, =
2 -~ ~ _a 9 &
a,, de 97, sefam dole nos Jdudeos y; {twiviaisz ov maol, dlieg-

4
2 4
3 .
juntos, vegulasrmenta Imerzos em 87, e com wa wwmezs de go-~

gcreliacanento qualyuwer, e sande a, (121,22} vealer xegwniar dv

‘6

m

£

£', entso, a pavtizr de £', podemoe comstruly wms gviw

GRA
e

e,

13

eagao diferenclavel

|25
o
7]
¢
(4]

tal gue as iaagens inversas de &, ¢ &, Bejanm dole ane v, T

-

gulovaents dmercos ea 83, ohtidoe de vy, dsgsviande, d2 ww s )

teg, ua pequano tracho de mode gque o nunRyo de eatwelzgam:i

el

to sunente osu dininus de vme unidade. ¢ szndo <awnizan &,

£
\

({=1,2) valor regular de f.
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§ 1~ e inar

Vimos no Cap. %, § 6, que £' & necesgavismente
axtensao de uma apiicageo diferenciavel

VA I n§ (i< ¢
onde Vi (1e1,2) ¢ usa vizinhanga tubular fechads de Ty s
qual & ume ”ptojcgio" de Vi. difeomorfa ao produto carcesia~
no I: n vi, sobra ume vitinhanga n: de 8,, en 82, cosposta

somente de valoras gegulares.

3

Sejen V' = ViUvi, Ms 8% ~¥°

2 2 L1 2 ok 2
B~ 3){/B3, 85 = Fr B}, 8, = ¥r B, ,

$ = s,’;u 8} & T, = ¥r oV (1=1,2)
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2
Podemos supor 8, 2 a, polos de §7, & selswm IR

Y

£

as intersecgces dea um cizrcule mazimo, pelog polcx da 57, wau

si, s; e o aquador si, respectivamente.

b

Sejan L1 e Lz as £ibras ¢-1(zl) e & iszi, TREPECTAVE

nante.

2

8ea 0:3% + 5% una aplicagzo continua gue levz $ @

0 RS

Bi homeomorficamente sobre os hemisférioe norte e sul, respee
tivanents, "estieando" o arco @y 2, sobre 8y ¥, % O 2rL0 & X,
sobre 8, ¥,-

A compesta f_ = of':3% + 8% & uma aplicacao conzinus
que & difevenciavel no interior de V', e fgliai) s
e 8, s20 sinda valores vegulares de £,-

A imagea inversa i;l(yo) sera a uniao L& L 0 8, ep

de E, eventualmente wagzic, & um subecorjunto de M = 53 - ¥,

§ 2 - 0 problems do "desvie"

Podenos coneiderar, sem perda de panavalidsdas,
que ©s5 nos v; @ v, (seja ¢ o n® de entrelagamento dales) = ag

viziahangaa tubuleres fechadas, Vi e ¥., tenham ua trecho & do

2’
primeiro e un trecho B do segundo suficientemente proximos,de
modo qgue spsnas estee trechos estejau contidos ne interioy de

w2 pequeno ¢unbo C.




Configuragao {342

Consideremos, z2gora, 2 csafiguracias ssguiate, shsile
da snterlor elisminando v trechs B de tubo Vi £ ean3teninde um
analogc B' do outre lado de A, de mode que B'{"} ¥r C = Bgy7el
8 08 NOVOS nos -agore obtidos, Yy genbyy um numero de enkyals

camento €l

Coufiguragao (IX)




i
€Y )
\$H

FPergunia~ge: exlste g:C =+ 82 continca, zal aue
a) gi{Fx C = fOIFr ¢
B) glAV/B' diferenciavel

¢) 3uuntamdo g com a fungde £, definida foxa do eubs obtin-
Sa uma aplicacac continua a qual pode ser apreximads wovw
uma aplicaczo diferenciavel £:87 + 8% de modo que

f—l(ai} = v, @ 8, (4=1,2) valor vegular dz ¥ 1

Ko restante deste Capitule mestvarenos que z Tespssss
e afizmativa, Zazendo algumas modificagozs da fumgao, que za-

duzem o problema 2 ume cons:rugﬁe geouetrica aleaenzar.

~ 3 3 .
§ 3 - Trancformecoes de 5 en S~ gue modificam 3 posi

g8o_relativa de ¥; @ V) & xetifiecsm tymchos de

Loeests

Vanoe supor ¢ue op trechos dasg eurvas ?i e $§ .
sobre oz quaie vemos trabalhar de agora em diante, sejam Pazl
Yigaoe e paraleles, e os trechos A e B, des wigirhengas tubu-
laves vi e V), sejam cilindrea eireuvlaves retes, & o eubz ¢
contenha somante estes treches das vizimbancas tubnlares. Hu-
ponhamos, ainda, que ¢ cubo .teuhas arestas parvalelas szoz §7&-
chos de vi, o que ¢ pozaivel pem verds de generalidszde, gpois
no Capitulo IV momtraramoz qua nacessitamos o problane

vio" somente mesta situagso,




-~ 40 ~ LLE,

Admitsmos, ainda, que 3 apiicagac

f':83 - s2

eitads na iztrodugao dacte capltulo, ja se aplicza nests coundi
goes.

Podenoe sempre admitiyr nas noseas construgSee, gue Q@
ponto P com o qual fazamos a conpactif!ca;ﬁo de R3 pera oV~
ter 53, nso saja atiegido. Trabalbaremos, entao, de agors en
diante com a méerica do B° e, por adbusc de linguagem, devigna

remos com a palavra cudbo qualquezr paralelepipedo Tero rersngy

le.

Configuracee (Iz)




- . . i i
Temos, eatao, £ (L /)C) = £ (L, N ¢C) = Y € S, 5t
As linhas em cor vermelha, na figura aciema, sao Lj.f\p ®
L, MNc.
Construiremos, asgoxs, ua difeomorfismo

w:s’ - 5

3
0 qual, restrito ao cubo C efetua uma torgao nog eilfaizes 3
e B de modo qua Ll(\ e L2(\ C =ea tornem em parte raifilifmsgs:

conforuz inddica a fizura abaixo.

1 i,
“ ) 1
L )
,..-—1""'\- “1“&.3
P L=
1 cl' ) cd 1
T i
! N
A1 Bit
‘ |
ty ; | (2
i |
- e 2
Y i _'"
LY ke
Configuragns (1,)
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5]
[
a

Daremos no Apendice, § 5, uma descrigso do difecwor~
fiamo ¥ . A torgdoc provocada por ¥ nos cilindros A e 3  vai
se abrsndanda da deatro para fora, de modo que fora de um de
terminado cilindve A' (e B') concentrico 2 A (e B), A"~ 4 (e
B'>» B), e na fronteira do cubo C se tenhs ¢ » ftdentidade.

Seja 81 a perte do cubo C nos quais os trechos £, e

1
z, de Q(Lln C) @ 9(L, N C), respectivamente, aparecem reci-

1inecs.
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Fagamos
' @ y 5
Aj =ty Nie, , B =wiBIN¢,
' - ; e
Ty = 9T 0, . Ty = (TN
Wy = Cy - (Aiu Bi) o bitoro solido de superficte §1.
] - "1. 3 2 « .
Iadiquemos com fo a restricao fo P ":8° + 8% ae bizo-~

ro saperficie il'

Tewnos ,portanto,

§ 4 - Homotooia ds isccs em ﬁl e 8

4.0 - Sejam os lagos am El’ superficie do ditero soii

do W,, con peato bese ?1 (vide fig. acime)

onde a(s;) = PJ_Q1 rl QlPl (em cor verde), isto a, & compomste
de um trecho retiiineo qul’ de uma curva fechsds ?1 &
= anlrlql que contorna &3 curvas ey e ¢y, @ COu & mesma evi-

entacao de ¢y, e en segnida do trecho rezilineo 04%,, @
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3 €5 Ey e;1 g7l (zer aszul)

1
B(8") = P 1

12to a, ua ponte de s(sl) pexcorre primeiro ey, depols am ar-

¢o I, unindo P, a R,, @ segue ¢, no sentido contrdrio ao indi

1 ate ?1'

Vexifica-se facilmente que o se deixa deformar comtl-

eado na figura acima e depois volta por ¢

nuamente em B, isto €, existe uma houotopia (vide Ap@pdics, §
1)
1 -~
ktzs 2 Py * Bl S Pl , rel qﬁ (0 ¢ & < 13

tal que ko =g e kl = 8,

Compondo com f;,

i 1
] ]
kt - fo ktxﬂ 2 Py - so » Yo

1

@ uma homotopia entre os lagos, com ponto base Y, € So'

k' = £'a e ki = £'B
o o o

1 o

Seja a':5" , Po * By 5 Py, um outro lago, com ponto ba

se P,, na tampa inferior de C,, analogo & 4 (vide configuvagso

14)0

4.1 - LEMA: Existe uma homotopia
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h‘:(a(sl)Uu'(Sl) . {91§U {e,H = sz;,yo rel «rl}uwz;

entre h = t;l(atsl)kj a'(slj) e_a aplicagdo conskante

hyta(sh) et s)) = y,.

Danonntragﬁo ~ Ainda, pale Cap. IV, podemes supor gue

08 trechos A e B estejam em relagasc ac

cubo C em ponigio tal que, se un ponto pereorre as Qurvas Ty
¢, no sentido indicado na tampa esuperior do cubo c1 {e 1guwal-
mente na tanpa inferior) 2 sva imagerm pela f; - fa$-1 peveor~

2, pun mesmo sentido (iste esztd de zeor-—

re o squador si, de S
do com a definigac de fo).

Indiquemos com 8, b e ¢ a vestricae de fé aos areos
PIQI , 21 e rl, respectivemente, @ lembrando que f;(cl) =

E;(cz) - Si, temog

k; = fla = ae a~?
e
® e 1 1 "1 -1
kl - fos ™ SO b (so) b

Ora, como o grupo fundesmental nl(s:) e Z & abelianc ,

a clagse de homotopia deste uitiuwo lago & zerc, isto e, o8
e, em consequéncia, foa & homotopia & aplicagac conszamte
1 1

k'?S » po i SO ? Y
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que leva todo o 81 em y .
Analogamente se mostva gue f;la'ﬁsiﬁ & homotopias £ i

pliesgao constantce Yo @ © Lame fics demomatrado.

§5 ~ Homotopiams ds eplicagoes de 51 em sigz,g@

Seja D a parte de B,, que neoc contaw Ty @ T, ex

terior aos sreop fechados rl = Q1E181Q1 e rz ] QZEZ?QQZ‘

D & homeoworfe a um eilimdro 81 = I,

0 nosso objetivo, neate paragrafo, e demoustrar o se-

guinte

o

5.1 - TEOREMA: Exiate flzgl, 11$J£2 - Si, g8 homokdol

ca 8 f;, tal sue 51(37 = ¥y, & durance

&

[o e

tode 8 homotepis se sonservs fizs a lmspges ds IS em B

A demonstragao do teoreama 5.1 serda felte sm 5.3 mas o

xige antes alguns lemas.

5.2 - LEMA: Exigta g':Bl, zl 1/8y + so, Vo> homotopd-

ca a f;, rel 'riu‘l", tal que

g' (s at(sty) =y .

Damgonsttagse ~ Consideremos o par triamgulavel (B;,L%)

((2), pg-.60), onde
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L' = (4T (c(sl) U‘c'(sl)) & subcomplexo de 51. Bncso,

o sub-espago fechado
X' = (By % 0) /(L' ® 1)

do espago produto il n 1 @& ratracto de il x T ({7}, pg.7), 18

to &, existe
r:il I -+ ™'

cont{nua, tal que r|M' = ifdantidade de M°'.

1

Dafinamos R':M' < 3°

por

e

f;(x) ea x g 51 , t =0
EH'(x,t) = 4 f;(x) se = & Ti&!ri , £ &1
h(x) se zg e(ehia'(sh), tgx
S

A continuidade de H' segue-se de {4), Lema 1.1, obasex

vando que na intersecgao
1 " ] 1 ,\ " ' [ ] - e’
(c(s ) u (s )) (Tl Tz) {Pl} {sz

coinciden !;(x) e ht(x) - y, para todo t (z = P; ou P,).

!

Definirenos, agora, a homotopia G':Bl R I < si por

G'(x,e) = H'v(x,t) , = 651 », T €T .
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Esca @ ctal gquae
¢'{(x,0) = B'r{x,0) = H'(x,0) = f;(x)
X Y §
@, para os pontos 2 g a8 ) \/a'(587),

g'(=) = G'(x2,1) = B'2(=2,3) & H'(x,1) = byle) =y & 6

&) (=

e, para todo t, o8 pontos de f;(TiﬁéﬁTé) gernagecen f£imoy on
1

So.
5.3 - OBSERVACAD: Fseamoz, &ntad, na seguinte aslzug-
gao, indicada nzn fdigura abaixe, =2
qual & ums configursgso homeomorfa & amtarier, (345, Az 3i-

nhas ¢m cor vsrmslha weo, pela g', em e
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T9

Configuracao (15}




Ssjam as poligonais eodbre 3y, By = Q0y05Q, € m, =

E B BIE, (vide configuregoes I, e I.).
5.4 - LEMA: Bxiste g":il, zlu i, * s:, Voo homotdp-
ce_a g', ta) gue g"(n,) = 7, & durante =
homotopia permanece fixa & imagewm de Ti uri Ua(Sl)Um'{Sj‘}

X
[ 3} 8o .

Deropnstraecso: Como a aplicagao origimal

‘., 1
fo'ni » Ay UR, -+ so » Yo
ostende-se ao interior do bitoro £olido Wy, 8" €] tamben ga

estenda.

0 retangule P;Q;@Q50,P, (vide configuracio I,) e ho-
meomorfo a my * I (vide configuragas ;) por wa houmeomorfisme
qua & m,, 2,, O,P, 8 §,P, faz eorresponder m; = {0}, w, n {1}
Q, * T «Q, » I, raspectivanante. A eztenzay de g' a0 1inZe-
rior desce ratiangulo 4a uma homotopla eatrs g'lml e 8'i81kﬁyo
(splicagso constante), e como g'(Q;P;) = g'(Q,F,) « y_ e homg
topia obtida deixa fixas durante todo o tenps, s ipazeny doo

poaekus Ql a Q2 en si. Portanto,

g'!ml =y, rel iqlﬁkJ(Qz)

e seja h; esza homotopie.
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Repetinde o raciocinio usado na demonstracio do Le-
ma 5.2, considerado, agora, o par triangulavel (il,L") com

L" = !.'L_}n1 a retragao r': 1 RY > M" = (ian)U(L"xl) e
H":M" » Sz definida por

g'(x) se xﬁil y £t =0

B"(z2,t) = € g'(x) 8e x€L' ., teg1

h;:(x) ae xaml s t& X

"~

Entao G":Bl x I+ Sz definida por G"(x,t) =

= E"r'(x,t) & uma homotopiz entre g' e uma aplicagio

tal que g"(x) = Vo *e X € m; e durante toda a homoteopiz pez

manecen fixes as imagens dos pontes de
] T ] ' 1 '] 1
L' = THUT,Va(87)/a'(87)
em so.
5.5 ~ OBSERVACAO: Escamos, agora, na seguinte situg

¢ao indicada pela figura abaixo :

todas as linhas em vermelho vao pela g" em Vq-
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Configuragao (I.)

5.6 - LEMA: Existe g"' : Bl’ zl.kaz - Si, honoto~

pica & g" rei.L" =
- TiU Ti Uc(sl)ua'(sl)u m, & tal que g" (mz) - y,-

Demonstracao: Dividamos a superficle do ciiindro D ,

| limitado pelas curvas rl e Tz, por meio

das geratrizes my e m,, em duas partes, R1 e Rz, homeomorfas
'a um retangulo. (Vide configuragao Ig.)

Comec g" esta definida exw 51, que contam RIQHIRZ, ge-

gue-se da g"(ml) =y, que

g"lmz = y, rel {EliLf(Ezl.




- 52 - TIL.5

Repetindo o raciocinio utilizado na démonstragao dos
Lemas anteriores, mostra-seé que essa homotopia parcial, en-
tre g"|n2 e a aplicagao constante ¥, ¢ estende a uma homoto

pia total entie g" ¢.uma aplicagao
0. = 1
8"t By, &, U2, > 8, v

tal que g"'(nz) ® y,» 8endo a homotopia rel.L", com ¢ que fi

ca o Lema demongtrado.

~

Ll | - 1
5.7 - LEMA: Existe £4:B,, £1U22 * 8., ¥, o

fl s g"' rel.L" = L"Unz tal que

fl(n) - yo G

Demonstragao - Observando que g"' esta definida nos
"retangulos"” Rl e R2 e g"'(Fr RI) »
= g"' (Fx Rz) = ¥, @ que a classe de homotopia de

1

g"" |R,:R,, Px R, »+ §, vy (41%1,2) & um elemento
1°74 ] o

i

(e 1®,) € 1,080 = o

segue—-se que g"'IR1 e homotopica a aplicagao constante y_,ho
motopia relativa a froateire de R,. Considerando, entéo, o
par triangulavel (51, L"¢{JD) ve-se que essa homoctopis par~

cial entre g"' |D = R, L/R, @ a aplicagdc contante Yo tambéwn
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se estende a uma homotopis total entxre g"'e uma aplicagao

tal que fl(D) i P homotopia realativa a L™ = L"\vfmz.

5.8 - Demomstragic_do Taorema 5.1

Os Lemas 3.2, 5.4, 5.6 ¢ 5.7 implicem
£, ® g s g" wg' e f; rel Ti\,j'i'é

e fi(n) = ¥, © que denonstra ¢ teorema 5.1.

§ 6 ~ Homeomorfismos entre Wl e _outro bitoro aciido

"2 {:Hl e de B1 x I schbre X = ﬂl - WZ

Considerenos no interiox do cubo oviginal C1
(vide configuracac 14) um outre cubo éoncsutticb C, & uma ox
pansao dos cilindros aslidosnai e Bi, dentzro de cl, como ian-
dica a figurxa abafixo. Indiquemos com AE e BE 68 cilindres €8
1idos, contidos no cubo cz, obtidos depols da ezpausie e de-
notemos com Tg e T, as superffcies laterais de Aj e By, res-
pectivamente.

S8ejam os bitoros solidos Wy = C, - (4 L/Bj) de su-

perficie.il e Wz = c2 - (AE &/BE)Idé superffeie §2 e & “cas~

ca"” X = ‘31 - W,. b

=5
bacd
3]
a

Lva]



<
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Vé-ge, clarameata, que existe um homeomorfiamo

o~

de W. sodra W,, que “murcha" W, em W,, levando B gobre B,, o
1 P4 i 2 1 2
qual & homotéopico a 1, 5 isto &€, existe aplicagaoc contfasva
1

P:WI X1 < ‘11

tal que F{x,0} = x e F(x,1) = H(x) para todo x € Wl' EstaF po

de sex vista como uma familia continua de homsomorfismos

h W, = v, (0 <t < 1)
da ?1 en Wl, tal que ho oe lwl e h1 > H .
A aplicageo
v « 7|3, n1: B xT » W

e up homeonorfipmo de il # I gobze X & Wl - wzv:gl que
v(x,0) »= x @ v(x,l) = (Hlﬁi)(x). xéil s 180 &, v leva

;1 % 1 homeomorficamente sobre 32.

Na figura abdbaixo, & parte achuriada represente ume
secgao vertical do espago X ,’3;1 R Y e Plri representa a

imagem, pelo homecmorfismo v , de {213 m X,
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3
7
\
s

i ,M:ﬂjl“

Tenos: v(B1 x I) - X, v(Bl " 0) = Bl . V(Bl ¥ 1) =

L Bz ’ V(Ti n 0) (] ‘ri ’ v”; K 1) = T%’ (ﬁ¢1,2>, w{D =n 53’ w P
e v(D x 1) = D', (Vide § 3, coafiguragao I, © fig. 1 do § 7,8

seguir).

s . ——

§ 7 - Extensao_de £; g X =W ~¥W,

i

Podemoe intearpratar 2 honmotopila G:Bl R I o So

(do teorsma 5.1) tal que 0(x,0) = f;(x) e G¢{x,1) = fl(xﬁ,

x & 51, cono a extensso da aplicagao

i

£.:By, zIUzz * 8., 7, (vide 8 3, pavee fi-

nal)

@ By » I. Em consaqueneis,




o 5? - I?&-:a ?

@ uma extensao de £, pare dentre do bitozo solide Wy, 8t& pre
encher a "cgsca" X, de modo que, no eaeigio fival temos & &-
plicacaoc continua
T, = 7,8, : 38, + g
1 X'%2 * 72 o

Seja p,:B, x I =+ 51 a projeczo canonica sobwe ¢ sui-

mairo fator:pi(x,t) ®« x & seja o homeonozr?ismo sobre,

[ N
$
9 ¢

b = E|B,

Temos 0 seguinte disgrame conuiativeo:

pl .o — .
1 1 3 B uc B NL) ? X o t’!i“‘!j? 5 QE};,EE}
\ - i

o
-~
-
- - |
®
f1 ® f; ?x, (fﬁ’fi)
& S Q’
Wz o Bl
i h=uls py v 1B, = u7t




Batao:

£194

3,

- -1
i FXIBZ = g v

Ja

e tal que

Dl

asade

Yo




indiquemos com ni e Q) a3 regioes da tampa superior &

cubo C,, limitadas peles curvas fachadas A1A7A6A3&1 -}
A AgAgA; Ay, Taspaciivamsnte, & com Ry e 87 os regloes worrnm-
pondentes na tampaz infaricer.

Entao,

Sedam o8 241lindros {(fiz. 1 aaima} 31 ® Qiuz 2 Jz R N
oande n; S niﬂo, 9; 2 ngwo . ni g inl ) ﬁé B Q§x1 , I m igpg} =
alturs do cubs C,. (8 sinbolo = aguf sipnifice: ¢ Ldentificads

com. )}

§ 8 - Xxtansao de Ei a W

Procuremos, agora, astender ?1 = ¥y |8, ao fate-
rior do bitoro saiide W,

Temoe ce z2agnintee disgramae eomwtativos:

-1
N g€ 9 *, 2 N g, » §°
—_—e o . ol i e . X
W,,B s B, 5
=7
1 P
-1 S FT e
i B P £ = 2!
1 S
4 V4
2
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-3

= A ) -1 _—
Como f;_n 2' n ce egtende & ¥, €f0$ m £ @ #

(<]

7 ~3

a2 axtensas), £y ~ £, b~ sando homotopica & §£' Rtawdbén se eg-

tende a 32.

-~

8aja g:ﬂ? <~ si a extensac a wz de EE:B? > 8

§ 9 - Ezpsnsso do eilindre J,

Hostraremos que axiste ume eplicsgas eontinus

g2, €, =» C {ezpersas de eilindze I,V
32 2 2 £
. . =~ e
qua leva 32 homeomorficanente sobre cz, Yevaande, €, - J? (5%

Fr C,, @ parte lzeersl de Fr J, em D' @ 231 que

chl (3, V/ Fr C,) = ddencidade .

Veremos melhor este splicacao considevands um cilfn-
dro homesomorfo 2o cube C, num modElc analogo & econfigurezae
4udicada acima (£4g. 1 do § 7).

Nee figuras ebaixo temos este modelis e ume secces
vegtical.

Podemos {uaginer a expanzae, nuug sesglo wertiesli,ds
geguinte maneira: zeje 0 o ecentro do quadrads ASEaﬁﬁéﬁ g fu-~

diquemos com M e M' (N e N°) as projegess, & partir de U,dcs




poutos Az e Bz (As e Bs) sobras o ladq Alnl (AABA) respectivy~

mente. Para cada pontc P no segmento MM' (NN') counsiderenmesn sz
inctersacgdes P' & P", do raio vetor OPF com A,B, (AcBy) ¢ & p2
iigonal Azasnsnz (‘SAGBGBS)' respectivamente. Indiquenos, airn
da, con Q o quadrado AIBIB&AA e com &, (121,...,4) os triampu
los MA44,, H'BIBZ, NA Ay @ N'B“Bs, respectivenenta,

Entao, ¢ I(QUA ) » {dsntidads ¢ ¢, lava PP’ line-

N 2
atmente gobre PP", levando P'P" am P",
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3

$ 10 - Comstrucin de 7,150 < 8’

BDafinamos, agora, & aplicacso continua

11383 > Bz
por
’
-1 3 ©
£°¢ (x) se x 258 - "
!1(:) ) J- Fx(x) se xex-vl-wz

ge,z(:) se xg W, » C, - (A7 UBD)

e

7 ¢ diferanciidvel no interior de V' = viUv5 s 1),

- > 4
:1 1('1’ - yi e a, (2+1,2) e valor regular de !-1‘ v!. pois em
V‘ coincide con !ot'l que tem estas propriedades. Notemos, a-

§ 11 - Bolugao do problema do "desvioc”

Estanos, agora, em condigaso de faser o "desvio"
(s 2).

Consideremos, coutido em C,, um eilindro toreido Ji .



difeomorfo a Jz, obtido d& saguinte paneira: suvujeizanss crde
secgao horizontal 05 xt de J, = 9, * 1 & uma rotagan, em oL
no da Yif\‘A;, que varia diferenciavelmente com t, dfstancia
de secgac & tampa inferior Ry = 0 ds J,.

A tatagio 0{t) deve sar tal que, quando t cveece ds &

a1, 8(t) cresce de 0 a 2N 2 eseim R 5 A x 1 gsfYera uma 7O

[

tagio completa & voltarid a coincidir consigo mesma e de tsl
foraa que a fungao 6(t) se estenda & uma funqSo de elasse ©°
que vale sero para valoves de & ¢ 0 e 21 pave t > 1. Noteuosa
que devemos imaginar o cubo C2 suficientonente grande fou 32
suficlientemente peaqueno) pars permitir esta rotagac depntsro de
Cz.
Uma rotagao O(t), fungao de classe c® de ¢, pode zex

dade, por exemplo, utilisando-se da seguinte fungao dz clasac

c”: (vide |10}, pgs. 164-~166.)

.-llt(l-t) se 0 < g < 3

B(t) =
0 para os demals velores de ¢
) §
Entso, indicando com A .//’ B(t)dt a ares subentendi-
0

da pelo grafico ds B e o eixo dae sbecissas, a fungao
t
o(t) = -211] B (x)dx
A ‘0

@ de classe C” e 0 < ©(t) < 25 para 0 < t < 1.
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Grafico de 8 6rafico de ©

Sefa p:J; + J, o difeomorfismc de I, sobre J,, descri
te acima, o qual restrico a @, LJ‘QE & a identidade. Conside-
rando o difeomorfismo fnverso, tzm-se ;1 " u"l(yiﬁ}\'z‘) -

- yi(\A'z', u-l(Ag) Ay e u-l(ngi e uma viziahance tubular de
?2 - u'l(yi ﬂB;) curva que ge emenda com a curve yif\(sa-gz)
para dar uma curva Y, agora com numero de entreliganento, com
Yy> igval a e 2 1.
Fagamos vi o Vi - ?1 {vide § 2).

Definanos, agora, a apifcacgaoc rz:sa -» 82 por

r ui{x) »e eré

1'2(:) -ér'yo a.e x & cz-Jé

?1(:) ge x C-,83 - 02

e,
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et
[3ad
-3

e
o]

que @ bem definida e continue & & diferencievel no interior

das vizinhancas tudbulares v1 e vz de 7y @ Ty, Teapectivamente,

e ?;l(al) " Yy r;ltnz) ® Yy, 84 (i=1,2) valor regular de P,-

Aplicando o teorema de S-aproximacae {Cap. Y, Lema

I+ g? diferenciavel, a qual & uma &-apyo-

5.1), obtersmos £:8

ximacag de ¥, & qua coincide com F, em uma vizinhanga tubular
vidg.vi, de Tyo de ralo eventualmente menoxr do que o de Vi;em
consequencis, 3-1(34) o PR & valor vegular de £, com o
que fica efetvada & operagac dasvic citada ao inieis daste ep

pitulo.

§ 12 - Obgervacoes

1) Conforme se descja que o numero de angtrelacamento
das novas curvas Yy depois da opersgso desvio, seja ¢ + % ou
¢ - 1, fag-s= a rotagso 0(t) definida no paragrafo anterior

num ou noutro sentideo.

2) As construgoes feitas neste capitalo mostram que a
resposta so probiema do desvio @ tambem afirmative quando os
trechos A ¢ B (vide § 2) maoc do maemo tube, isto &, 22 cons-
trucoas sao validas também para "desfazer" o nd tramnsformands

-0 pum trivial.
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3 gx s? yo CASO DE NS ENTRELACADOS

APLICAGOES DE 8

NReste capitulo demonstraremos o

Teorema Principal : Dadcs dois nos X; (eriviaie ou
nao), disjuntos, entrmliscadoz,
ragulatmente inersop em 83 ¢ _dados dofa pontos diatigtos 8,

(1=1,2) de 82, existe aplicncao difervenciaval
f:83 - 82

tal gue !‘1(01) = v4» 8, valor vegular de f.

Antes, porem, vejzmos alguns resultados preliminares.

$ 1 - Difeomorfismo de g3 gobyrs 3l mesmo que leva um
ng diferencisvel em outro no diferemciivel,com
trachos retilineos

Em (1), pg. 149, se demonstre que, se um né X,

1

parametrigado por comprimento de arco, & de classe C*, entao

8le @ s-equivalente a um no poligonsl (Apendics, § 2.4}, is-
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to @, para cada ¢ » 0 existe um homeomorfigmo h de R3 sobre
8{ mesmo tal que h(K) & poligonal e ||h(p)-p]| < ¢ para to-
do p ﬁ,k3. Além dipso, h & realfzivel por ums dasformagsc 1~
eotopica de 83 ¢ move apenas pontos gue distam do nd menocs
do que ¢ (& isotopis @ apenas continua, nao diferencisvel},

Aproveitarsmos alguns resultsdos desta deuonstragio

3

para construir us difeomorfismo H de R° sobre si mesmo que

leva un no diferenciavel em um outro nd diferenciavel, com
trechoe raetilineos.

Admitamos que o ud X, retificavel (comprimento fing
to), seja dado como imagem de uma fungao periddica, a vale-

res vetores,
p(s) = (x(s),y(s),2(s))

do comprimento de arco s, cuja derivada
p'(s) = (xn'(s),y'(s),2'(a))

existe ¢ & continua para todo ».

Consideremos a funcgao continue
£: Kk n K +» R

definida por
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t(p,p') = J

po
-
~
3
-

.
Como f & positive e seu dominio 2 compacte, elc teu

un valor minimo m. Assin,
() |lp-p'l] > m.arelp,p*) p.,p' € K

Observemos que, sa escolhermos velores do pardustro

i)

2
{s tal que S41 " % T o

}
j j-uu

onde £ & o comprimento de K e n um numero inteiro positiwuy,
entao, pls,) = p(aj) se ¢ somente se £ 2 § (mod n) e, assin,
o comjunto {p(sj)), -~ ® < j ¢4 o, consiste de exatanens n

pontos do mno.

Em (1). pgs. 149-152, de demonstra que, escolhendo

un aagulo positive a, < % tal que tg a, < m/2, pars sste an-
gulo c, en suficientenente grande, podemos formay, para ca-
da 845 © bi-cone sslido cy (dods cones circularees simétricos
com & base comuu) com o angulo do vertice igual =2 «, e cuio

eixe ¢ a corda unindo p(cj) e p(aj+1), setisfazendo 2

1,1) os bi-cones cj sao arbitrarianmente pequenos, isto &, o

maximo diametro @ memor do que um prefixado ¢
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1,2) bi-cones adjacentes interceptam-se apanas nos vértices co-
Bune;

1,3) se s, <8 < %41 entso, p(s) € Cy 3

1,4) para cada seccao perpandicular D de um bi-cone c,, existe

exstazente um s no intervalo (93"3-}1) tal que p(s) ¢ D;

%,5) bi-cones nao adjacentes sso disjuntos.

p(s.j)

Sejom v, ® v, os dois n62 regularmente imersos en 33,

disjuntos, entrelacados.
Seja d & minima distanciz entre os doils nds regulares.
Como cada no \/ (1=1,2) & uma curva regular cujo domi-

nio & compacto, enteso, Yy e retificavel e, entao, em vista do



gue vinos anteriormente, escclhide § < ¢ <« g-enﬁstem ALALTOE
intelvos 2, {4=1,2} saficientemente grandes tals que divicé-
do cada no Ty peles £, poutoe, scdemos  eonstruly os bi-conas
solidsce cij {1=1,2: I=1,...,2,) eom vertices Va4 naguzies pon
toes & nag condicces (¥,1i) s (I,5%.

Considevemos 08 nos poligonais Ry (1=1,2) cujos wér-
tices Vi4 880 08 n, pontos acima, & cujas avestss s30 o3 &i-
xos dog bl-conea zolidos Cjqo © 52ja X = Ky LK, & reuntas
{disjunta) doc dois v3s poligonaiz. Conforme 22 v& no Apdndi
ce desta tese, § 2.10, existe en R3 & 53 - {w} uma diregéo v
em velsgao a gual K estd ex posicaoc regular. (Apéndice, § 2.
7).

Seja K' = N(X) a projegac ortogoeal d2 K sobrz nm pis
no perpendicular sguela diregao u. Como K estz em posigie ve
gular am relagaoc a esta projecao N, o5 pontss muleclplos  de
K' saoc apenas duplos e em nuperc finito, & rapresentaxr um e~
fetivo eruzaments, Isto €, nenhuw ponte duple é& imagem de uun
vertice de K. :

Logo, cads vévtice de K' = N{(K) tem uma disténeia pg

sitivas das aerestas que ngo fnciden neste vertice.



7 1 e 4
- - a Ve i

Considereros, agora, ne planc da projegeo g &, 4is-
cos Dij (1=1,2: 3=1,...,n,), de centvs nos vertiecss H(vij)

de R' e raio ¢ 4 suficiencemencs pegueno da 2sdo que nio in-

i
garcepten nenhuza dae areztas de X' jue uas fueciden em n:vij).
08 cilindros projetantes, vij, ¢oz diacoe Dij’ segundo &« di-~
recao u, nao interceptam nenhumz dse avestas de K gque nzo ia
ciden no wértice vy4+ Consideremos, entaoc, con centro em ca-

- i} i) A~
da vertice V44 bolas B;° e Byyqs de ralos T;q @ rijlz, res
pectivanente. '

Estas estao, portanto, contidas nos cilindros proje~

tantes vij.

Sajanm ¥§;2 e 6:;2 os pontce interseccas da corda
j+
(vij"i,j+1) com as bolas Bi}z e Bi;% 1 s Tegpaetivamonte, e

| i1 .
indiquemos com P1}2 e Q172 os pcatos intersecgao dz curva Yy

com os discos perpendiculares a2 corda ('ij’vi,j+1)’ pelos pon

tos 5;;2 e 6%32 » Teepectivamenta.

Os disc¢os cujo bordo sidc as cirecunferencigs
(Fr Bij)(\(!r cij) e (rr Bi-ﬂ‘ﬂ)(‘\ (Fr ciJ)' s2¢ pexrpendicy
lares aquela cordz em pontos que denotarenos comn 5:3 e a%j ,
respectivamente.

No interior de cada bi-cone cij consideremos uma cur

va diferenciivel Yij constitulda:
a) dos erecos (vij,riaz) . (Q:;Z'vi,j+1) do no Yy

b) do segmanto retiliineo F§3 513 gdbre & eorda




claveis
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¢) de arcos regulares qua e smendam diferencievel-

asnte com op antevriores, uninde Pi}z com 515 &

613 com Qi}z e que mgo lnterceptados por um plauo
noraal ao eixo ('15"£.j+1) en tm unico ponto.

De maneira como foram coustruidas ae curvas diferen-

vy = L-jj v,'__,




existe uma Lgotopia ht’ € £t ¢ 1, de ciasse ¢”, das euzvas

originrals v,, tal que b, y, = vi e hy € un difeomorfieme pa-

ve cads 2, & gque & Ignal & f{dentidade rmos areos Ty ﬁ"\Bi‘-;‘,Z.
Por um zonhecdido Lama, zste fsotopfa parcial eszende

-3 2 ume izotonia total
] g2« 87 - fw)
do meio ambiente tal gue Ho = {dentidade.

§ 2 ~ DemonsRxacEs do Teorxema Princivel

Cada poute duplo de projeces R°' = N(X) & fzagen
de dols pontos de ¥, oe quaie pertencem aos scgasntoe vetcilti-
? [§
neos de El(ylu'rz) ® ¥ UYZ-
0 de maior {mencr) cota 2m relagao ao placc da sxoje-

¢ao sera chamado "pomts supericr” (ponto inferior) a o segmen-

to retiltineo de 7;,Lf7£ que o contém sera chamado "zang gsupe-~
rior" (camo infevior).

Deixande f£izo vi ¢ deslocando 7; na diregac v anscan-
trade, digames no sentido das cotas crescemtee em yelsgis z2c
plano da projecio, #0 vac se fmCercapter os ramos re2ilfinecs
de 1i L}vé. Un rane infaricr de vé DECNETATE W Tamd Eupa-
rior de 7;, correzpondente ac mesmo ponto duple de ¥', em ape

aas um ponto e depois de um ndmero finito de eruzamentes oz

dois nos flcardo completamente separados.
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Danotenos com 7; o nd ?é deslocado, ists &, sousleno-
-~ f
mante separxedo ds 7£ - 51(71} & com ?5 6 0 ¢, TEE LivETOed

posi¢oee de seu desiccamento.

Adnitamos gque para @sces sols més. ?' ® Y.y Qouplete-~
3 r N

mente sepazados, sxists aplicagac difevameizval

3383 + 8

3

tal que g’l(al) s yi 2 g'l(az) - 7;, a; & a, valores roguia-
zes de g.

Vamos sujeitar, agora, os nossosc aos a daformagses,

3

por meio de difeomoxfismos de S° sobre el mesmos, e s "cpive

goes deavios" descritas no Cap. III, § 11. Observsmes, simd:,
que B0 pYoeesso que Be segue, SempYs que nos defornamss as

curvae de ume forua pera outva, a existineia de uma funcas

3 2

+ 57, no oatigio inicl{al da daﬁotaegio finmplien sa eowveg

2

pondante existéncis de funcac 3’383 + S8° no estzgio fimsl.

10 passo : Deslocaxemos o no 7; ta direces u emeontia

da, mas no gentido contrario 4o que f4iza-

mos zcima, isto €, no sentido das cotes decrescentes am rela-
c2o ao plano da projecso, até gue, nun partiguley erucanento,
um "ramo superior” de v; fique suficientawente proximo de un

“ramo iaferior"” de yi, neste cgugamanto.

29 _paesoc : Sejs A um prisms retanguler fndefinide, pa

ralelo & direcao u, e B¢o A um prisms dafi
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rido contendo somente tyechos zetilinsos d83is aruzeman

v

c.
Por un difcomorfismo da 8° 88brs si nesmo gue & & i-
dentidade sobre uma vicinhenge tubalar de vi ¢ Zoxe de A, <3
fornauos 7; en ;; » como mogtra a figuvre abeizns, £ 4ireics,
0 qual solsocs um pequano treche, ké, retilines = parezlale ao
correspondente ramo de yi.
Conteado ectes tvechoa retilineoe, conecideresmss un

pequeao cuado clc:, B.

30_passo : Como estas nde escao nes condligoes para 2
piicar a “"opegacio desvio' dessrits ne
Cap. I1I, § 11, a partir de g podenoe determinz? vme azligsa-

cio diferenciavel
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tal que as 1imagens inversas dos pontos 8, 840 ap curvee vi

e ;g, esta obtida de ;; coa a "eperacao deevic", da nodo que

88 nOVas curvas aparecam agora entrelagadas.

i'l(azl

49 passo : Depois de efetuado o desvio, o ud :: apre

aentara dois "over-crossing” consecutivos

em relagac a 1; (£1g. acima, & esguerda). Deformamos, entia,
:: de modo a eliminar estes dois "over-croessing”, e avanca~

mos um pouco mais ne diregao u, até um nivel inferior que pos
eibilite tornar retilfneo ncvamente &ste ramo, como ce !83:&

& imagem do0 ramo de ?; atravessado o crumamente, obtendo ?21

como indica a figura scima, a direfite.
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39 pesso : Prosseguindo eempre na direczo u e repe-
tindo a operacao dentvec de cada prisme in
definido, e para cada cruzamanto, depois de um numero finito

de opera;&es desta naturess, chegaremos @ menoz de um difeo-

3

morfismo de S sokre si mesmo & posigao dos dois nds dados,

Yy e v, e 8 aplicagao diferenciavel

tal que 1-1(31) il ¥ (1=1,2), a8y valor regular de £, e o Tes
remg Principal ficas assim demonstrado & menos da existéncis

da aplicacao diferenciavel

citada acima, teal que g-l(al) - yi . 3'1(12) - y; separados,
a, valor regular de g.

Considerando, agora, um "remo superior” e um "ramo
inferior" do mesmo no, yi ou 1; (estes estao saparados), a-
Plicamos em cada um déles as operacdes semelhantes as deseri
tas acimas (utilisando também operagoes desvio), um nomero de
vézes suficiente para torna-los triviais, denotando-os eatio
com ;1 e ;é.

Como ag daformagoes se passan ssmpre dentro de cilip
dros disjuntos, elas podem ser feitas simultaneamente nos d1

versos cruzamentos.
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Seja, agora, uxa difeomorfiamo

3

¥:S * 83

de 27 sdbre si meswo, isotopica & ldentidade, que leva os ni:

triviais ;i e ;2 em circunferenciss planas, sepsradas, oy e

Yg-

Mas para duas cireunfereéncins plenas separades, vimes

) ~
<

no Cap. II, § 2, que exisee spliccgio difervenciavel £i87 «
tgl que E-l(ai) " ;1, 8, valor reguwiar de £.

A aplicagao composte

<@
)
i

e uma aplicagac diferenciavel tal gue (f)_l(ai) - ;f, a

1
lor ragular de f.

Entao, a partir da £, com an opersgoes depcritas zei-
ma, faitas no sentido coatrario, dapois de um nomero finito

de passos chegaremos a aplicacgaoc
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i~
<3
L]

(]

conm f'l(ci) ® v4> &, valor regular de f, sendo vy dois nés
quaisquer, triviais ou nao, separsdos ou nao, regularmente
imersos em 83, ficando assim demonstrado o Teorema Princi-

pal enunciado no infcio deéste capitulo.

§ 3 - Observagoes

1) fste teorema ainds & valido se cada

T’. C (\:’J Tij (1=1,2; j.ls"-’ﬁi)
€ uma reuniao de &1 nos quaisquer, regularmente imersos em
3
87,

2) Para trés ou mais pontos a; € 82, as imagens in-
versas devem ser nos prefixados regulormente imersos em 33,
sujeitos ac invariante de Hopf e a solucao do problema deve
ra ter caracteristicas diferentas. fste problema seri um dos

objetos deantro da minha pesquisa futura.
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§ 1 - Homgtopia de iacos am 51

Para demonstrar que existe a homotopis

kt:s » Py * 21, Pl (0 < ¢ < 1}

frs

tal que k, ~ae kl » 8, citads no Capfzuloc TIT, § 4, coas
deremos, por guestzo de sinplicidade, uanz configuragéo 1’4 5
en Rz, honesomorfa Equela)lq, que aparece na tampe upsrlse do

cubo C,. Aqui ustilizazemos as mesmss notacses usadas 13 o o}

t4remoe a homotopia dzsejada utilizandc-noesg de transformagoes
afines que levanm o(sl)(:_Rz em P(Sl)c: RE.
8ejam, entao, os lsgos, em Rz, conm ponto base Pl {vi

de figura na pagina saguinte)

1 55 e T w3 1 T T
onde a(87) = ?,0,7,F, B R F P ® 0,7, e 8(s) = pye P R el R Y,

Na figura abaixo as circunferenclae €y, & ¢, estac ¢
presentadas pelos triléteros orientados 2 B2 N ER, BO
pectivamente, sendo I’1 = (2,0), P3 = (-2,2), ?ﬁ m {-3 ~2%

Rl = (4,0), P5 = {(6,-2) e Pe = (6,2).




A.1

81

(c<2)%a




Construiremos, prime{ramente, uma homotopia '
htga(sl) -+ Rz

tel que

ho(a(sl)) - a(sl (b =1dentidade)
hyCa(s’)) = 8(sh

Em consequencia,

’ que_de-

1.1 - Construcso da homotopis ht:a(sl) + R

orme continuamente a(sl) en 8(sl)

— et e =

10) Sobre FiQ, By sera definida como a translacao

paralela segundo o vetor (0, -3t):
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[ %]

o« (x93)
2;(¢,3) < : ¥, 04, 3)
(]
A4
]
0 (0,3-3t) e =i i o e i - B s i I .
1 o aany TR e300
£1 00 < R, (4,0)

o
YA
(a4
43
ta

h (x,3) = (x,3-3t) , 0 <x ¢4,

29) Sobre E]ﬁl’ b sera definida como & translagen

eegendo o vetor {0,3¢):

Py (0.0 > Ry (4,0)
(x,-3+3¢) . =, L
B{0,-343) b= = X = e e = RYC4, ~343¢)
A
]
. (0,-3 ' St R_ (4, -3)
s ; (x,-3) 1

B (x,=3) = (z,~3+3t) , 0 <x<4 ,0 <t <1




39) Sobre P“Ph’ ht gora defipida como & transfeoruerac

-l

liresr gue encurfa cada vetor V{~3,y) no vciar

V'(~3+&,y'). D2 sewnellizsaga doz triangulos 2,77

Uy i
PVIT' vem y' = (1 - Z)y.

4

P foe ; ‘M?fyyl(ﬁ,ﬁ}
-3 t | -2 ~1

i

!

!

! ’tAPZ}\"Z,-Z)

- 'p;(-3+t,- 3+te)

—— & 4
PA('3,-3)/

ht<'3§y) =  (-34c,(1 - -;-')y) . -3 <y < 3

4¢) Sobre 5556’ ht sera definida de uwoda enalegn oo

mo gcima, iste e, de mods que cada ponto

£(7,y) » X'(7-t,7'}). Do semelhanga dos tvianpu-

log ven y' & (1 = %)y.




,.‘13'6(7,3>
7
(7«t,3~t)Pé/
o]
|
y'|
' y
|
f T
R, (4,0) . ;
S 5 6 s 7
|
|
1
o
Ps(ss"z) \N 1
(7=t ,=34+2)P) |
AN
\~§5(7,~3)

b (7,7) = (7-t,{1 - Dy) . -2 <y <3

9]

593 Sobre @ h, sera definida como a vestricsao, a

e 03F3s By

este segmento, da transformacao afinm Tt que, em

cada estagio t, leva o friangulo ?15303 no trian

] \j
gulo P1P3Q1.




-
-

P3(—353) .\‘

\

A Y
Pé(—3+t,3~t) ?;.W

N\
PS(-2,2)“

£
o
[wo]
(X
~

P1{O,U)

Pé(-il-,-“%)'

Py (=34t.~34t}"

.

-

e

-3 X

B2 {0, 34

P, (-3,-3) ¥

L
]

Sefa Tt: <

Impondo P1 > P

constantes & obtemos:

1(03"3}




mos :

e
X = {1 - %} x
L . -~
T, <
v o= - & x4+ ey
ey

Portanto, sobre o segwmento 6153, onde v = 3, dofind
t 2t . n
ht(x,S) s ((1 - g) o, =3 &2+ 3 =-3¢) , -3 2x<¢f

-—

69) Sobre 4E1 By sera obtida, a partir da definican

anterior, por simetria em velacao ev eixc des x:

ht(x,~3) = ({1 - %} iz, %% ®x =34 3¢) , =3 < x <

79) Sobre P ¥,, h_ sera definida como a vestrigio, o
este segmento, da transformagio afim gque, en ca-

da estagic t, leva o triangulo RlﬁﬁFl o tvifngu

T,
lo RlPsFla




7, (4,3) < 7 P (7,3)

Fi(4,3~3t)

Rl(ﬁ,O)

L o
7 b4
Ri(a,-3+3t)
5(6 > '2)
) \P\g(?-t,-s-:-t)
T \1, ;:

2
r
N
T

{1t

™

he(e,3) = (1 - 3) x4 5%, BE x4 3 - MK

[N}

89) Sobre §1m5, h, seza obtide de expreasio cntericr

por cimetris em relacao ao eixo dos x:

4t 2t i7¢
., - 7 e 3 QN R R,
3 3 * MR

4

by (x,~3) = ((1 - 3) x

4 < x <« 7
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§ 2 - Noe e projecées de mnos ({1}, pgs. 1 a 7)

2,1 - Definiceao

N

L]

[SX)
I

X
v
'
o
®
e
e
}:
1 )

Definigao:

K € um no se existe um homeomorfis-
~ o 3 .
mo do circulo unitario € em R cuio

imagen & X.

Doils nos K.1 e K2 820 equivalenizg se

- . 3 .
exlete um homocmorfismo de R Joure

R” que leva Ky aobre R,

(TR}
o
£

Um 06 em R° diz-se trivial se

n
o

quivalente so circuioc =* + y° = 1 |

Z = 0,

Ur noé diz-se poligonal se a  uniso
de um numero finito de segmentos de

reta chamados arestas cujos extre-

—r—-

-

mos sa0 oS vértices do no.

Un n6 & "tame” se & equivalente a um

no poligounsl.

Consideremos 2 projecac paralela




definida por M(x,y,2) = (x2,y,0). Un pontc p € TNK & chamade
um ponto multiplo se s imagem inversa leip) contém wala do
que um ponto de X. A ordem de p & WK & a cardinalidade da

-X
{(n () N\ K).
2.7 - ngigiggo: Um no X egta em pggigﬁow;gggﬁgg se

(1) os unices pontos multiplos de K sao pontos du-
plos e existe apenas um nimero finito 43las:

(i1} nenhum ponto duplo & imagem de um vértice de ¥.

A segunda condigﬁo asgegura que cade ponto duple wo
~l

presenta um efetivo cruzemento, como indica a fidguzra abeluc

8 esquerda, e nao a de direita.




2.8 - Teorema: Um no nolicepal © é,gggzy;T

uvme yotacao arbitisriameniso soonss

252 R N 2= i ol

de R3, a ugmné_ggligoggl em pesicso vegular (il}g g, 1.

—.

2.9 - Reurisc disjunta de nds_polisozais am o

regula

i+

G conceito de no poligonel em posigéo rvazelar

se estende de maneira natural para ums rouniac disjunta de
nos poligonais, e em relagzo a uma qualguer jrejegﬁo
le de RB, sobre um plano, pela orvigem, perpendiculsy avuslsn
diregio. Ainda, »a demonstragéo do teorema 2.8, acimz, Jodsn
em'[lj, g. 7, Qale com as naturals aéaptagSes, rera denong

trar o seguinte

2.10 - Teorema: Seja K = KI(J/KZ reunise

dois nos poligomais Ky &%

Secd ]
~ - -~ 3
entrelagados _ou nao. Entao existe uma direczo em R
lagao a_gual K esta em posigio wegular.
~ 3 . .
Demonstracao: Conslderemos R” come subeoajunto de
3,
um espaco projetivo real P ..Lusscia-

moe a cada projegﬁo paralela o pontc de intersecgan de iz

- ~ o N
reta paralela a diregac da proje¢eo com o planc projaifwos ¥

no infinito. Esta correspondencia & biunivoeca e sobre.

(B &

Cornesideremos, em primeiro lugar, o conjunte daz ¢



das as retas que unem um vertice de K = Kl(_/Kz & uwa aresin
de K. Essas retas interceptanm P2 em um numero finjto de ceg--
mentos de reta cuja uniao indicaremos por Ql' Ume prcjecac

correspondente a um ponto de P2 - Q1 catisfaz a cendigﬁo(ii}

da definigao de posigac regular. Além disso, tem-se no maxi~

iy

mo um numero f£inito de pontos miultiplos e nenhum dales do
ordem infinita. Procuremos, agora, 2liminar os pontos de or-~
dem n > 3.

Para 1sso, considerzmoe uma terma de retszs,; duas .a
duas reversas, cada uma contendo uma areste de K. 0 lugar de
tsdas.as retas que Interceptam esta terna é uma superficie
quadrica 2 qual intercepta o e secgao conica. Seja Q,
e uniao de todas tais conicas. § clare que existe apenzs uw
numero finito delas e que © conjunto QILJ Q2 € nunca denso
em Pz. Entao, a imagen de K pox uma projegﬁo que corresponde
a um ponto de Pz - (Qle Q2) nac tem ponto nultiplo de cvdem

n > 3.

—

Y

§ 3 - Viziohangs tubular sr uma varicdade M° de  ups

subvariedade Mg (- M®

Seja M umas variedade Riemanniara comexza e I um

intervalo de numeros reais.




3.1 - Definicao: Un caminho parametrizado

e chamsdo uma geodésica se o campo de vetores aceleragzo
D 4y
dt dt

é identicamente nule ({12 A}, pg. 46).

Entao o campo de vetores welocidade %% deve gev pa-
ralelo ao longe de v. Se y e uma geodésica, entac de (12 A}

Lema 8.3, pg. 47, segue-ge a identidade

0 que mostra que o comprimento

i/2
d d d
'Iﬁl' = <a%s"{'>

[~

do vetor velocidade & constante ac longo de v.

Introduzindo a funcao comprimanto de arco

s(t) = }/}[ %%-l] ¢t + constante

ve-ge que o parﬁmetto t ao longo de uma geodésica s uma fup
gao Linear do comprimento de arco e ¢ igual ac compirinento

de arco se ¢ somente se ]i%%ll = 1,
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2.2 - Lema 10.2: ({12 A}, pg. 56)

Pera cada ponto p_ sobre ume variedade Rieman -
niana N existe uma vizinhanga U de p, e uuw numexo s > 3 tal
que: para ecada p € U e cada vetor tangente v & I~ip com conuri

mento menor do que € existe uma unica geodésica
yv:(—2,2) > M
satisfazende as condigoes

dyv
VV(O) = P s It (0 = v

3.3 - A“aglipggﬁp expouencial

Seja v €_Mq un vetor tangente ¢ suponhamos que

exista uma geodésica

Y:{O,l) + M
satisfazendo

Y@ = q, L@ =~ v

Batao o ponto y(1) & M sexa denotado por




equ(v)

e chamado a erponencial do vefor zeagente.

A geodésica pode ser entac, descrita per
vy(t) = oxp (tv)

e notemoe que arc(q,equ(v)) w | |vl].
Pelo Lema 10.2 ecima, equ(v) e definida desde que

llv]] @ sufieiente pequeno:

n

. Tt n
expﬂ:ﬂ (q,e)e:b% > M




EaY

Seja 7(M) o espago total do fibrado tangente a I,
M) = ((p,v) [ p €W, veu)

0 Lema 10.2 acima, diz que para cada p & M a epllica-

cao
(q,v) =+ equ(v)

e defipida em uwma vizinhanga 9 do ponto (p,0) &€ 7(¥M). Aldn
disso, de (12 A), Teorema 10.1, pg. 56, sepre-ce qgue 28tn a-
plicacao & diferenciiavel em 0.

3.4 - Seja M? gubvariedade compacta de M e conslde-

remos a imersac

T (M‘;) (M)




o2 n~-m D T e

Em cada ponte p E_Hl tomemos Np C:_Mp, ﬂp ¢ comple

mento ortogonal da (M;‘)p en M;. A reuniao dos Np congtleul o
espago total v(MT) do fibrado normal, v(j), do imersao

j:M? > M® ne métrica Riemenniana prefixada. Portanteo,

vM) = {(p,v) | p e M, v e.Np}c:,r{M“}

v(M?) e subveriedade de t(M®), de dimensac n e

n
p

MY = (MTy 4 pBTR
¢ 1)p .

\
Uma vizinhanca de (p,0) €.U€H?) e dadn poxn leB
\

n-n
{p,¢)
iato o, por pares (q,v) ta2l que q & Vl, vizluhange de p em

MT e v & Ng'“‘

1 com |]v]| < €.

Consideremos a aplicagao diferencilavel

exp:v(M?) > Mt

definida por

exp(q,v) = equ(V)

numa conveniente vizinhanga vV, x B?;me) de (p.0) & v(ﬁ?).
- ? o

Secja r(v(M?)) o espaco total do fibrado tangente a

v(M?) e consideremos a fibra (p-dimensicnal) (v(MT))

2

{p,03
nogtremce qua




exp*:(v(M?))(p,o) > Mp

e nao singular.

Consideremos uma base de M? da forma

(cl,---smm,BI,---an_m)

onde os vetores ai, tangentes a.Vl, constituem uma bhesgz de

MY) e o8 vetores B, constituem uma base de W- 2,
1°p 3 P

Uma base (Ei,...,&ﬁ,Ei,...,E;mm) do espaco tanpgente

n - i
(“(“1))(p,0) e obtida da seguinte maneira:

Associamos a cada vetor @, 0 vetor correspondente &i

considerando M? como a secgao nula do fibrado normsal v(M?)

9

m
1 >
P = 2,(0), entao E; € o vetor tangente a curva Xi(t) =

isto &, se o € o vetor tangente i curva LEC S fanl em

= (Ai(t),O) c:v(Ml), em (p,0). A cada vetor Bj assocismos o

vetor Bj tangente a curva em v(M?),
n~m

t * tB N

no poanto {(»,0).

Temos, entao,
exp(li(t)) = exp(li(t),O) = li(t)

e, portanto, exp*(a,) = a,. Temos também exp(tBj} = trechao
A




da geodesica em M, tangente a Bj' Entao, exp*(ﬁj) = B,, wo-

jB

tor tangente aquela geodésica no poato p.

— ——— i H

Conclusac: exp, leva o8 n vetores El,a..,E‘,ﬁ SR

m’>7L
e
“1""’°m’81""’3n-m' Portanto, a matriz jacobiana de

exp:v(M?) > M°

no ponto (p,0) @ nao singular. Logo, leva alguma vizinhancge
Wl x Bn_m(p,el) de (p,0) & U(M?) difeomorficamente sobre uma

vizinhanca Te (Wl) de p €Mn, Analisemeos Te W,}. Para cada
1 -

1
q G,Wl, a aplicagﬁo

exp

m

leva a bola sberta BS "(g,e,) em N° T Gifeomorficamente so-
1 q

-~ - n
bre um conjunto Uq, reuniac de geodesicas em M , ortogonais

a M? em q (cada segmento normal a M? em q, de comprimento

< ey e levado difeomorficamente sobre uma geodésica de com-

primento < €., ortogonal a MY em q). Logo, T (W,) = LJ g
1 1 81 i q a

q ewl, chamada uma vizinhangz tubular de Wl = WNM”; , G

Mo,
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Temos exp(W, x Bn"“(p,sl) o T (W),

€1
m
Ml compacta pode ser recchbarte por um counjunito £ind-

to {W,,,..,W_} de vizinhancas nas condicoes acima. A cada W
1 -] & ¢ i

corresponde um e; > ¢ e uma vizinhanga tubular Te (wis, for—
1

mada pela reuniao de gesdésicas em M, ortogonais a W,. de com

i

primento <« sy (duas dessas geodésicas com origem em dois pon

tos distintos de W,, sao disjuntas). Sela € > O um nimeroc do

Lebesgue da cobertura {Wi} inferlor a2 todos o¢s €y {e & uman
mero de Lebesgue da cobertura {wi}, se dois pontos p,p' £ m?
distam entre sf menos de 2¢ , entao existe um indice j com

T

P,p' € Wj.) Entao a reuniao das vizinhancgas tubuliares T (¥,)

constitui um conjunto TS(M?)(:Lfi aberto em ¥, chamade vi-

zinhanga tubular de MT em M* e & tal que duas gacdésicas de
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=%

w .
comprimento < e, norwals a M, em dois pontos distiantoz deo H

1

A
5
(S 7

sac disjuntas.

10}
1

diremos que uma vizinhanca tubular

o~

3.5 ~ Definigao: Dada W) subvariledade compacta de M

B, em 1" & equivalent

1° ente ao egfpago produto

i)
Te(Ml) de M

Mm % Bn-m

1
onde Bnmm @ a bola aberta unitazia em anmj g exletir vm &i
fecmorfismo @ de T (Mm) gobre M2 » PP® gal qua o diasgvawma a
e 1 1 - 2
baixo & conmutativo
m e ) n-w
Te(Ml) S e Ml 2 B
I ji
A4 v
. ident: .
AN
Hl > Ml

P

onde 1 & a projecao netural de vizinhanga tubular e W' &

projecaoc no 19 fator.

Diremos, entao, que 0 & uma equivalencia entre T (i,

e M, x Bn-m.

Pelo que vimos em 3.4, acina, cade vwa das vizinhan-

gas tubulares T _(¥,) & equivalente soc produtc carte:iane
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n-m = ~ . 3
W, x B . Porem, globalmente, mnao podemos aflrmar qua T

e equivalente # um produto.

§ 4 ~ Exigtencla_de aplicagde diferzmeidvel
m n~m -1 o) PR
F:Ts(Ml) » R tal que' T "(0) = M), 0 & ¥
valor regulsr de F¥.
n .
4.1 - Teorema: Seja M, subvariedadec comrnacta de una
- . % .
variedads Riemannfaraz M . Saoc aguiva~

lentes ae seguintes proposicoes:

1) Existem n-m campos de vatores normais de clgsse O

1
iinearmente independentcs em M..

1
2) Para toda viczinhanga tubular TE(M?) de M? em BY
existe uma equivalencia
m m n-m
P g ’ i)
9..c(!l) M] 3 bs
- 3%
a qual e um difsomezrfismo de elssse C .
m —l - - g T
3 M = F “(a) onde a € vaisor resulnry de uma sanlica-
1 =

g2o diferenciavel

¥F:0 > ¥

Q aberto, M® & 0 < u".

- { - -‘.4 -y
A demonstraceo segue os mesmos passos de yJGi, Pron.

10. pg. 83.
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Consideremos os nos Yi e yé e o8 trechos A e B
de suas vizinhangas tubulares contidos no cubo € nas coadi-
coes estipuladas no tnfcio do § 3 do Capitulo III e la vepre
sentadas ne Configuragao (12). Consideremos o6s cilindroes &4°

e B', contendo A e B, respectivamente, e concentricos a és-

tes.

i
=P 7
% '1\
.I
\ ]
! ¢, ¢
Ly :ll ]
[}
: |
I \f l
, 3
'
s - .—:-’1 --:-

[} bw ~ = - -
e

- ~

/ v :
E \\E;L___ﬂfr”//
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Consideromos planos a distancia /2 e e, das tamuns
superior e inferlor do cubo € ¢ seja C1 (CZ) a parte do culc
C situada entre os planos gque estac a distancla = (¢/23 das
faces superior e inferior de C. Pode-ze obter uvm difcomovfis

mo ¢:83 ® S3 que efetua uma totgﬁo nos c¢ilindros A e B, RES

I~

modo a retificar trechos de Llfn\c e szj C. Fsta torgac wva
se sbrandando nos cilindros concentricos A e %, de dentro §a

ra fora, de mode que no faechec des

(¢ - CZ)U(C - (AT (JBT)) U Fr

(]

se tenha ¥ = identidade.




¥ deixa fixas as partes de L, e L, que estao a dis-
tancia €/2 das faces superior e inferior de C. Na faivra se-
guinte existe em cada disco secgao transversal do cilindrc
A' (B') uma rotagao de classe C° que val se abrandando de
dentro parz fora ate atingir votacao zero na fronteira & de
modo que £y = w(Llf\ C)es, = ¥ (L, f'\cl) se toraem rafti-
1ineos conforme mostra a figura ascima.

Podemos ver a acao de § restrita a superficie late-
ral do cilindro A no revestimento universal desta superficie.

Levar L; diferenciivelmente em uma curva contendo ¢
trecho retilineo El € equivalente a construir uma howvotopila
de classe C  que no estagic zero da L, e no estagio 1 dz a
curva que conteém 2, retiiineo.

Como L,(s) e £,(s) sao de classe C_ a homotopia
ht(s) = ¢ 2169) + (1 - t) Ll(s)

€ de classe C .

LLFS)

|

|

}

!

4
)
]

/

kY
.

ll(a)

$

N o
w +



| 1]

|9l

I8a]

f10}

11}
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