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ABSTRACT

This work is concerned with the analysis of the conditions
for a map-germ to be finitely determined and of the degree of
determinacy.

In Chapters I1I and TIII, we obtain estimates for the
degree of Cr-G—determinacy, where G = K,R and C.

These estimates are exact in many cases, as for instance,

in the following proposition:

"Let f (Rn,O) > (RP,O) be given by:

us = X i=1,...,p-k
yj = fj(xl""’Xp-k’xp—k"’l""’xn)’ J 1,...,k,
where fj is homogeneous of degree Sj'
If f 1is G-determined or more generally if IG(f) is
elliptic then f 1is s+£—1—C£-G determined, with s = max Sj"'

The groups of interest in Chapters IV and V are A and
CO-A. We obtain relations among tangent spaces to the orbits,and
we apply them to problems of topological triviality, modality and
normal forms.

The main result in Chapter 1V is a sufficient condition
for topological triviality, that applies to map-germs not
necessarily weiéhted-homogeneous.

In Chapter V we deal with A-finitely determined germs
with the property that the A-orbit is opén in the K-orbit,

As an application of the results, we obtain the classification

Z2,0

of all £ : (R2,0) > (R2,O) of type Zl and , having

that property.
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Grupo de Singularidades
1ICMC - USP

INTRODUCAD

"The analysis of the gonditions for a map-germ
to be finitely determined and of the degree of
determinacy involves the most important of the
local aspects of singularity theory'.

C.T.C. Wall [32].

As aplicagdes estaveis f : N' » PP tem a propriedade

de serem localmente "equivalentes" a um polinomio de grau S p+l
(Mather [26,1V1).

Para os valores de n e ©p, para os quais estabilida
de ocorre genericamente, este resultado garante a possibilidade
de obtengao de "formas normais", capazes de descrever a geome-
tria das singularidades, nestas dimensoces.

Mais geralmente, para uma relagao G definida no con-

junto dos germes de aplicagao Cm, f : (Rn,O) > (Rp,O), diremos
que f @& r-G-determinade, se a G-classe de equivalencia de
f contem todos os germes g : (Rn,O) > (RP,O), com O mesmo r-

jato que f.
As relagoes de equivaléncia de maior interesse sao a-

quelas definidas pelas agoes dos seguintes grupos:

germes de difeomorfismos h : (Rn,O) -> (Rn,O) de

R

oo

classe C , cuja agao em f, @& a composigao a direita,

L germes de difeomorfismos k : (RP,O) + (RP,O) , a

agao sobre f @& a composigao a esquerda,

A =R x L, que e o grupo das mudangas de coordenadas

nos dois espagos,

C = germes de difeomorfismos H : (RnXRP,OXO) - (RnXRp,OXO),

que:



ii

(i) fixam a projecao sobre R e

(i1) preservam o subespacgo RY x {0}

H age no grafico de f em R" «x Rp, isto e,
H(x,f(x)) = (x,hx(f(X))
e
K = R.C (produto semi-direto), @ o grupo de contato.
Se os difeomorfismos sao de classe CZ (0 < £ < =)
Ou mesmo homeomorfismos (£ = 0), obtemos os grupos CE—G.

O0s fundamentos da Teoria (Cm) de Determinagao Finita
foram desenvolvidos por Mather (26,1 a vI])."

Recentemente, T. Gaffney ([10] e [12]) e Du Plessis[8],
melhoraram significativamente as estimativas obtidas por Mather,
para o grau de determinagao.

Todos os resultados obtidos dependem essencialmente
de uma analogia entre a agao dos grupos G =R,L,LA,C e K
sobre o conjunto dos germes Cm, e a acgao dos grupos de Lie
agindo em variedades. Assim, os espagos tangentes a esses gru-
pos tem importancia fundamental.

Por outro lado, a Teoria de Cz-determinagao, 0sl<w
(Suficiencia de Jatos), com os trabalhos de Kuiper [17], Takens
[29], Kuo([181,[19]) e outros, desenvolveu-se com metodos ana
liticos, sem a utilizagao explicita dos espagos tangentes.

Neste trabalho, procuramos utilizar a informagao con-

tida nos espagos tangentes a G-orbita de f, para obter esti

mativas para o grau de CK—G-determinagso, 0 = £ 5 o,

A

Para 0 = £ < =, construimos "campos de vetores con-

trolados", analogamente ao método introduzido por Looijenga e
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usado por Damon ([5],[6]), no estudo da trivialidade topologi-
ca de desdobramentos de germes quase-homogeneos.
Os problemas a serem resolvidos neste processo, saoc de

dois tipos:

(i) Obter condigoes suficientes para que propriedades algé
bricas do espago tangente a f, sejam tambem verifica
das para o espago tangente de todo germe g com O mes
mo r-jato que f.

(ii) Mostrar que os campos de vetores obtidos tem c1as&eC£.

A analise da condigao (i) possibilitou também a obten-

[~

¢ao de varios resultados na Teoria C .

Os Capitulos II e III sao dedicados ao estudo da Cz-
-G-determinagao, G = R,C ou K.

Os principais resultados do Capitulo II, Teorema 2,7
e Teorema 2.11, sob uma hipotese de K-determinagao finita,

fornecem estimativas para o grau de CK-K—determinagio, e con-
digoes suficientes para a c®-K-trivialidade de pequenas defor-
magoes de f.

Estes teoremas nao utilizam a hipotese de homogeneida-
de dos germes envolvidos. No entanto, para estes germes, as es-
timativas obtidas sao exatas.

Mais precisamente, temos o seguinte corolario:

"Se f : (Rn,O) -+ (RP,O) e¢ K-finitamente determinado e homo-

geneo de grau s, entao:

(i) £ e s+£-1-C£-K-determinada, L 21,

(ii) deformagoes pequenas de grau s sao c®-K-triviais.

Como aplicagao, obtivemos formas normais para germes

K-semi-homogeneos.
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No Capitulo III, extendemos os resultados do Capitulo
anterior para germes que satisfazem a convenientes condigoes de
Lojasiewicz.
Estes resultados surgiram com o objetivo de corrigir

a estimativa para o grau de CE-G-determinagﬁo (G

= R,C ou K),
enunciada por C.T.C. Wall em [32] (Teorema 8.1). 0 erro de
Wall foi apontado por Leslie Wilson, que foi também quem nos

sugeriu a possibilidade de obtencao de estimativas mais preci-

sas.
Como corolario das diversas proposigoes apresentadas,
temos:
"Seja f (Rn,O) > (Rp,O) dado por:
u, = X, i =1,. » Pk
y] = fj(xl" ’xp-k’xp-k+1""’xn) y 3 = 1,...,k.
com fj homogenea de grau Sy

Consideremos:

NR(f) = ldfxlé = soma dos quadrados dos menores

P X p de dfx.

Ne(f). = [f(x)!2

N ()

!

Nc(f) + NR(f)'

Entao:

Se NG(f)saﬁjfaz 8 uma condicao de Lojasiewicz numa
vizinhanga da origem (G = R, ou K), f & (s+£—1)-C£-G-de—

terminado, com s = max sj".
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Em particular, o resultado se aplica aos germes G-fi-
nitamente determinados.

Os grupos de interesse nos Capitulos IV e V sao A e
c®-A.

Foram obtidas relagoes entre os espagos tangentes as
Grbitas dos grupos K e A, que permitiram aplicagoes a pro-
blema de trivialidade topologica, modalidade e formas normais.

0 Lema 4.9 e a Proposigao 4.10 dao condigoes sufi-
cientes para a trivialidade topologica de deformagoes de um ger
me A-finitamente determinado. Tais resultados podem ser aplica
dos 3 germes que nao sao quase-homogéneos, para os quais os re-
sultados de Damon ([5],[6]) nao se aplicam,

Os resultados do Capitulo V se referem a germes A-fi-
nitamente determinados com a propriedade adicional de que a A-
-orbita @ aberta na K-orbita.

Estes germes constituem uma classe bastante ampla, que
contem, por exemplo:

- 0s germes estaveis

" 0) > (R,0) homogéneos ou

- os germes de fungoes f : (R
quase-homogeneos .
- as familias de germes de funcoes de modalidade 1.

- as familias topologicamente estaveis na fronteira das

"boas dimensoes'".

Os resultados principais sao o Teorema 5.1 e a Proposi
¢ao 5.2 que fornecem um metodo para a determinagao de A-Orbitas
abertas em uma dada K-orbita.

Como aplicacao, obtivemos a classificagao dos germes

52,0

(R2,0) > (R2,0) de tipo Zl e , tais que a A-Brbi

ta de f e aberta na K-orbita de f,






CAPTITULO 1

PRELIMINARES

§ 1.1, Defindgoes

Os aspectos basicos da Teoria de Singularidades que di
zem respeito ao estudo da Determinagao Finita estao, atualmente,
bastante difundidos.

A referencia original & Mather [26,II1](1968), Poste-
riormente, T. Gaffney [10](1975) e A. Du Plessis [ 8](1980)ocb
tiveram importantes novos resultados,

C.T.C, Wall [32](1981) faz uma exposigao completa do
desenvolvimento deste assunto nos ultimos quinze anos,

As definigoes e resultados deste capitulo estao, em sua
maiorié em Du Plessis.

Nosso objetivo @ o estudo de propriedades locais de a-
plicagoes diferenciqveis £ : N" > PP, onde N e P si3o va-
riedades diferenciaveis., Por esta razao, trabalhamos com germes
de aplicagao em um ponto a € N, 1isto &, classes de equivalen-
cias de aplicagoes que coincidem em alguma vizinhanga de 8. Os
pontos a € N e f(a) € P sao chamados, respectivamente, fonte
e meta do germe., Notagao: f : (N,a) + (P,f(a)).

Utilizando convenientes sistemas de coordenadas, consi
deraremos simplesmente f (Rn,O) - (RP,O), onde f =@ aplica
¢ao diferenciavel de classe C .

Indicaremos por C(Rn,Rp) o conjunto dos germes de
aplicagao Cm, £ (Rn,O) - (rRP), Ou, abreviadamente, por

C(n,p). Quando p =1, 1indicaremos por Cn' Co(n,p) indi=-

1



2
cara o conjunto dos germes com a meta fixa: £(0) = O.

c, e um anel local, com ideal maximal m = (£: (R",0) - R,
£(0) = 0},
As propriedades basicas do anel Cn’ estao contidas nos

lemas abaixo:

Lema 1,1:

{xl,...,xn} representa uma C -base para m_.

Lema 1.2:

Seja ¢ € C_- Entao ¢ € m <==> todas as deriva-

das parciais de ¢, de ordem S r, se anulam em x = 0.
Para qualquer p, C(n,p) pode ser identificado com o

Cn-madulo livre de rank p, (Cn)p.

Varios grupos agem em Co(n,p). Quando dois elementos
f,g de C(n,p) estao em uma mesma orbita segundo a agao de um

grupo G, diremos que f T 8

Os grupos de interesse neste trabalho sao os seguintes:

R = grupo dos germes de difeomorfismos tu(Rp,O)-*(Rn,OL
R e o grupo de mudangas de coordenadas na fonte. Ou seja,
hf = foh I,

L = grupo dos germes de difeomorfismos lu(RP,O)-*(RP,O)
(mudanga de coordenadas na meta). A agao e dada por kf = kof,

A =R x L, grupo das mudangas de coordenadas locais
nos dois espagos.

C = germes em O de familias € de difeomorfismos de

(RP,O), parametrizadas por x., Ou equivalentemente, germes de



difeomorfismos H : (RHXRP,O) que:
(i) preservam a projegao 7 RUxRP - Rn, isto e:

H(x,¥) = (x,h(x,y)).

(ii) preservam o subespago R" x {0}, isto e: H(x,0) = (x,0).
Se {hx} & um difeomorfismo de RP, dependendo de
x € Rn, sua agao transforma f na aplicagao

I hx(f(x))

Equivalentemente, H age no grafico de f em R"xRP,
K = RC (produto semi-direto).

0 diagrama comutativo abaixo descreve uma K-equivalé&

cia entre f e g,

n

(R™,0) ﬁﬁiiLil—> (Ranp,oxo) > (R ,0)
I
h H h
(R?,0) —1dsg) o (gPLRP, 0x0) > (R",0)

0 grupo K & denominado grupo de contato.
Usaremos a letra G para indicar, sem especificagao,

um dos grupos R,L,A,C ou K,

A orbita de f sob a agao do grupo G sera indicada

por G(f).



§ 1.2, Espagos Tangentes

A classe de germes que estudamos e a dos germes que
dem ser representados pelo seu polinomio de Taylor de alguma or
dem., A linguagem basica envolve os conceitos de Jato de f e de

germes finitamente determinados:

Definicao 1,3:

Duas aplicagoes f,g : (N,a) - (P,b) tem o mesmo r-
-jato em a se com respeito a algum sistema de coordenadas, to
das as derivadas de f e g em x = a coincidem ate ordem I.

Esta nogao e independente da escolha dos sistemas de
coordenadas,

A classe de equivalencia definida pela relagdo acima &
denominada r-jato de f em x = a e a notagao usada e: j £(a).
Quando nao ha duvida quanto a fonte do jato, denotaremos simples

. T
mente, ] £,

Definigao 1,4:

Um germe f (Rn,O) > (Rp,O) e k-G-determinado se o
conjunto dos germes com o mesmo k-jato que f esta contido na
orbita G(f).

Diremos que f & G-finitamente determinado se f e
k-G-determinado para algum k < =,

Observemos que a proposta e a de se estudar a agao de
grupos que nao sao grupos de Lie,sobreconjuntos que nao sao varie
dades. Entretanto, e possivel seguir o modelo finito e definir ob
jetos que sao chamados espagos tangentes a orbita G(f) no pon-

to f. Os elementos destes espagos devem ser diregoes de defor-



magao de f, contidas em sua G-orbita. Portanto, tais veto-
res devem dar para cada x, uma diregao v(x) segundo a quala

imagem f(x) deve ser deslocada. (Figura 1.1).

f(x)

0 conjunto de todas as diregoes de deformagao sera o

"espago tangente" a C(n,p). Mailis precisamente, temos:

Definicao 1.5:

Seja f : (N,a) - (P,b)., Um campo de vetores ao lon-
go de f & um germe o : (N,a) - TP, tal que o seguinte dia-

grama comuta:

TP
///i/’////a lﬁp = projecao
(N,a) S > (P,b)

Indicaremos por ef o conjunto de todos os campos de
vetores ao longo de f.

0, e um CN-deulo livre, de rank p. Em nosso caso,e
suficiente considerar f € C(n,p). Neste caso ef se identi-
fica naturalmente com p-uplas de elementos de Cn'

Indiquemos por en o conjunto dos germes de campos de



vetores ao longo da identidade I n N e por 8 0S8 campos ao
R",0 P
longo da identidade I »
rRP, 0
) e, naturalmente, um C_-modulo, e 6 um C_-mo-
n n ) P
dulo,

Associados a estes modulos, temos os seguintes homo-

morfismos:

Definicao 1.6:

(1) tf en - ef e definido por:

tf(e) = df (e ), onde e € 8 e df e a diferen
X X X n X -

cial de f em x.

tf e um homomorfismo de C -modulos.
n

(ii) wf : ep > 8. e definido por:

wf(n)x = nof(x)

wf & um morfismo sobre f

(Se A & um R-modulo, B um S-modulo e ¢ : R + S um homo
morfismo de aneis, entao ¢ : A > B & um morfismo sobre ¢, se

¢ (aa+Bb)= ¢(a)d(a) + ¢(B)e(b) para todo a,B € R , a,b € A),

Para tornar mais precisa a ideia de que Sf e o espago
tangente a C(n,p),em f precisamos exibir os elementos de 6, co-
mo classes de equivaléncia de caminhos diferencidveis em C(n,p).

A definigao de caminho dada abaixo & a mais conve-

niente para as aplicagoes:



Definicao 1.7:

Um caminho diferenciavel por f, em C(n,p) & o germe
de uma aplicagao Cm, que preserva o nivel R,
F : (R"xR,0x0) - (RPxR,0x0), definida por F(x,t)=(£,_(x),t)

f(x). (observemos que F define o germe de uma fa-

com f (x)
0

[e}

milia a um parametro, de germes de aplicagoes C , {ft: t € (R,0)}).

Os modulos e homomorfismos definidos para f, podem ser
definidos para o germe F,

No entanto, ao inves de © sera quase sempre mais con

F’

veniente considerar campos de vetores ao longo de F, que pre-
servam o nivel R, 1isto e, campos ao longo de F, com R-compo

nente nula.

0 conjunto de tais campos & um Cn+1—m5dulo de rank P

e sera indicado por V¥ Analogamente, VY e VY represen

F’ n+l p+l

tam respectivamente campos em (RHXR,OXO) e (RPXR,OXO) com R-

-componente nula.,

As restrigoes de tF e wF dao respectivamente, um
*
- 1 ' - 1
Cn+1 homomorfismo tF Wn+l WF e um morfismo sobre F ,
wF WP+1 - WF.

Definigao 1.8:

Seja F : (R"xR,0%x0) -~ (RPxR,0x0) ,
F(x,t) = (ft(x),t) . fO = f,

]

Definimos O3F € V¥ por: (3F,1) = tF (0, —FF—)

F

)
9t ft)'

(3F da sentido claro ao simbolo
Indicaremos por ©9d0F(x) o campo OJdF(x,0) ¢ ef

(Ou seja, 3o0F(x) = E%~(ft) ).

t=0



Lema 1.9:

Os elementos de Sf estao em correspondencia biunIvg
ca com as classes de equivalencia de germes de caminhos dife-
renciaveis por f, segundo a relacao F~ G <= 30F = 306G (Du
Plessis [ 8 1]),

Nesta linha de ideias, os espagos tangentes aos gru-
pos G = R,L,A,C e K devem corresponder a subconjuntos de
ef constituidos de elementos 30F, onde F e caminho por f,

contido na G-orbita de f.

Para o caso G = A, temos:

Definicao 1,10:

Um caminho diferenmciavel por f,
F :(RnXR,OXJ)—>(RPXR,OXJ) R (onde J e um intervalo de R)

F(x,t) = (ft(x),t), fc(x) = f(x) e A-trivial se e-

xistem caminhos diferenciaveis H : (RHXR,OXJ) - (RnXR,OXJ) e

K : (RPxR,0xJ) » (RPxR,0xJ) definidos por:

L}

H(x,t)

1]
=

(b, (x),8), h_(x) (%)

n
»

(R7,0)

It
=

(y)
(r?,0)

K(y,t)

]
<

(kt(y),t), ko(y)

tais que:

1
K "oFoH = fXI(R,J)

A Proposigao abaixo caracteriza caminhos A-triviais:

Proposicao 1.11: (Thom-Levine)

Um caminho diferenciavel por f,

F : (RHXR,OXEO,l]) > (RPXR,OXEO,IJ) e A-trivial se e somente se:
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a a a

3F € tF (mnwn+1)+wF (mpwp+1), ¥a € [0,1] (*)
(Aqui, F? : (R"xR,0xa) - (RPxR,0xa) & o germe-restrigao de F e
¥ indica, para cada a, o C(RnXR,OXa)-nﬁduh>coqg

n+l
tituido dos campos em (RnXR,OXa) com R-componente nula.

Obviamente, m_V¥ e submodulo de VY constituido
n n+l n+l

dos campos que se anulam em (0,t),

m e o C(RPXR,Oxa)-deulo definido analogamente).

pvp+1

Para a prova desta proposigao, citamos Mather [26,III],
Martinet [23] ou Du Plessis [ 8 ).

Fazendo t = 0, em (*), obtemos:

90oF ¢ tf(mnen) + wf(mpep)

Logo, tf(mnen) + wf(mpep) aparece como candidato naty
ral a espago tangente a A-orbita de f.

0s casos R e L sao naturalmente casos particulares.

Portanto, podemos definir:

Definicao 1.12:

Os espagos tangentes ao grupo A,R e L sao, respec-

tivamente:

(1) TfA(f) = tf(mnen) + wf(mpep)
(2) TfR(f) = tf(mnen)
(3) TfL(f) = wf(mpep)
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Em geral, usaremos a notagao simplificada TfG.

Para o grupo C, que age sobre o grafico de f deve

mos considerar caminhos y(x,t) = (x,ft(x),t) com f000=f(x).

Indiquemos por Y, © caminho constante:
Yo (x,t) = (x,£(x),¢t).

Analogamente ao caso anterior, temos:

Definicao 1,13:

y & C-trivial, se existe

H : (RnXRpXR,OXOXO) > (RnXRpXR,OXOXO), germe de difeo
morfismo C  definido por H(x,y,t) = (x,h(x,y,t),t) com

h(x,0,t), tal que Hoy(x,t) = yo(x,t).

Da definigao de C, segue-se que as C-deformagoes em
(R"xRP,0x0) devem ser verticais, isto &, sao elementos v(x,y)

de © : onde 7

: 5 * R"xRP? + RP & projecdo usual. Alémdisso os
2

difeomorfismos de C devem fixar RT x 0, ou seja, v(x,0) =0,

Uma facil generalizagao ao lema 1,2 mostra que se
v(x,0) = 0, entao vi(x,y) € {yl,...,yp}Cn+p onde
vi, 1=1,...,p sao as componentes de Vv e {yl’”"pr%&p
indica o ideal de Cn+p gerado por {yl,...,yp}.
3 p
Entao: v(x,y) = j=1aj(x,y)yj com uj(x,y) € enz,

X A )
ou seja v(x,y) Pe“2

Com o "pull-back" pelo grafico de f, obtemos final-

%*
mente v(x,f(x)) € f (mp)ef.

Valem as seguintes equivalencias:
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Proposicao 1l.14:

Sao equivalentes as afirmagOes:

(i) v e C-trivial

3 f 3
1 1 — €
(i1) X nz(ay) ft(mp)eft
* o * * 3 -
(iii) ft(mp)ef = f (mp)ef para todo t numa vizinhanga de
t
zero,
Bft
Fazendo t = 0 em (ii) obtemos: =t lt=0 ¢
€ f* )6
(mp £
A generalizagao para o grupo K = RC & feita sem di-

ficuldade, Entao:

Definicao 1.15:

Os espagos tangentes aos grupos C e K sao, respec

tivamente:

*
TfC(f) f (mp)ef

n

*
TfK(f) tf(mnen) + f (mp)ef.

Observacao 1.16:

Em qualquer um dos casos considerados, € facil mostrar

que todo elemento v(x) € TfG(f) pode ser obtido como doF ,

onde F e caminho trivial, no sentido das Definigoes 1.10 ou

1.13,
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Por exemplo, quando G = A e

v(x) = tf(e(x)) + n(f(x)) , com ¢ € mnen s T € mpep

basta tomar as integrais do campo € e n :

ht(x) = I(x) + te(x) kt(y) = I(y) + tn(y) e definir a familia

of
= OfO p—r—— = =
ft kt f ht . Entao = £=0 tf(e(x)) + n(f(x)) v(x).
A reciproca, no entanto, nao & evidente, uma vez que

nao e possivel afirmar que para todo caminho diferenciavel con-
tido em G(f), as equivalencias entre ft e f0 variam dife-

renciavelmente com o parametro,

No caso finito, isto e da agao de um grupo de Lie G
em uma variedade diferenciavel M, esta dificuldade nao ocorre,
porque a aplicagao g jp——> gx & uma submersao de G sobre
Gx(orbita de x) e, portanto, qualquer germe de curva em Gx &
a imagem de uma curva pela identidade de G.

No proximo paragrafo, mostraremos que para os germes
finitamente determinados e possivel reduzir ao caso finito e ob

ter o resultado,

____ _Qbservacao 1,17:

Quando os difeomorfismos de G nao fixam necessaria-
mente a origem, usaremos a notagao TfGe para indicar os espa-

gos tangentes extendidos, isto e,

*
TfRe = tf(en) y che = TfC = f (mp)ef
TfLe = wf(ep) 3 TfKe = TfRe + che’
TfAe = TfRe + Tng
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§ 1.3. Caractenizacao de Germes Finditamente Deteaminados

Indiquemos por Jk(n,p) o conjunto dos k-jatos de
germes f : (Rn.O) - (Rp,O). Jk(n,p) tem estrutura de espago eu

k n+j-1

¢ . Jp.

clidiano Rn, onde N =
=1 ]

Jk(U,V) = U x V x Jk(n,p) indica o conjunto dos k-ja-

tos de germes f com fonte em x ¢ U e meta em y ¢ V, onde

~ . n P .
U e V sao abertos contendo a origem de R e R", respectl
vamente.

Para cada grupo G definido anteriormente,podemos con
siderar o correspondente Gk, cujos elementos sao obtidos to-
mando-se os k-jatos dos elementos de G.

A acao de Gk em Jk(n,p) ¢ induzida pela agao de G

em Co(n,p), e (jkh)o(jkf) = jk(hof), para he€ G e f € Coﬁhp%

A aplicacao nk H Co(n,p) +> Jk(n,p) leva a G-orbita
£ }—>jkf

de f na Gk-érbita de jkf.

Alem disso, para qualquer caminho F(x,t) (f(x,t),t)

temos um epimorfismo de espagos vetoriais reais:

nk :t:m6,_. > T (Jk(n,p)): Jk(n,p) definido por
n f .k
j f
k. d 4 Lk,
g fe =0 T a0 | e-0
E claro que kern® = m<*lg
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k = . . . =
G e grupo de Lie que atua diferenciavelmente (ate

mesmo algebricamente) em Jk(n,p) e portanto, vale a igualda-

de:

T . G = wk(TfG)

Para obtermos uma condigao necessaria para a k-deter-

minagao, temos o seguinte lema:

Lema 1.,18:

Se f : (Rn,O) > (RP,O) € k-G-determinado, entzo:

k+1 £+1
c 2
m_ Gf TfG + m ef para qualquer £ 0
Prova:

Como em Du Plessis [8]

Se f & k-determinado, entao

{germes com o mesmo k-jato que f} < {germes G-equivalentes a f}
logo:

{£-jatos dos germes com o mesmo k-jato que f} © {f-jatos dos

germes G-equivalentes a f}.

Portapto:

C ey < wt(1,6)

Ou seja:

m§+1ef S TfG + mﬁ+16f, para todo £ 2 0,
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Para G = R,C e K, podemos usar o Lema de Nakayama

. . . . £2+1
(que enunciamos a seguir), para eliminar mn ef.

Lema 1,19: (Lema de Nakayama)

Seja R um anel comutativo com identidade e seja
*
m ¢ R um ideal tal que 1+m < R (o grupo dos elementos inver
siveis de R).

Se E & um R-mbdulo finitamente gerado, F & um

submodulo de E e F+mE = E, entao F = E,

Proposicao 1.20:

Se f e k-G-determinado com G = R,K ou C(, temse:
mi*lef < 1.6,

Prova:

Do Lema 1,18, com £ = k+1l, temos:

m§+16f <TG + mE*zef

Observemos que TfG tem estrutura de Cn-deulo quan

do G = R,K ou C,

. _ k+1 _ _
Seja E = TfG *omo U6, F TfG m m
Entao:
) k1, ~ _ k+2 kel _
F+mE TfG + mn[TfG tmo 8] TG + moT8e 2 TG + m 6, =E

.". Do Lema de Nakayama, obtemos: TfG > m:+16f.
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Uma condigao suficiente para a G-determinagao finita

com G = R,K ou C & a seguinte:

Proposicao 1,21:

Se TfGe > msef, G =R,Kou C, entao f & k+1-G-
~determinado,

Na Proposigao 2.2 obtemos um refinamento deste resul
tado,

Quando G = L ou A, a estrutura de TfG e, em ge-
ral, apenas de f*(Cp)-mGdulo. Neste caso, para mostrar que os
modulos envolvidos sao finitamente gerados, e necessario usar

o Teorema da Preparagao de Malgrange:

Teorema 1.22:

= <]

Seja f : (N,a) » (P,b) germe de aplicagao C e se

ja A um Cn-deulo finitamente gerado,

= - * b
Entao A e finitamente gerado como f (Cp)-modulo se

* - o »
e somente se dimR{A/f (mp)A} e finita,

Prova:
(Ver [26,III] ou [14]).

A condigao suficiente para a G-determinagao finita
(G = A ou L) que enunciamos a seguir e devida a Du Plessis [8].
A estimativa obtida para a ordem de A-determinacio &, em mui-
tos casos, um refinamento dos resultados anteriores de Mather

(26,I11], Martinet [24] ou Gaffney [12] :
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Proposigao 1.22:

Seja f : (Rn,O) - (Rp,O) tal que:

tf(mke ) + wE(mto_ ) + m2ETk*1g *
n'n P P n

f > mnef

(para algum k, 1 = k 5 r),
Entao f e s = max{r-1,2r-2k+l1}-A-determinado.

Esta € a Proposigao 2.1 de [ 8 ], 0 objetivo da
prova e mostrar que todo caminho F : (RnXR,OX[O,l]) - (RPXR,OX[O,U).

tal que cada ft tem o mesmo s-jato que f,e A-trivial,

Corolario 1.23:

Se f (Rn,O) -> (RP,O) e tal que:

k k 2r-k+1 5 < <
tf(mnen) + wf(mpep) + mn ef mnef (1 k r)
Entao:

k k 5 r
tf(mnen) + wf(mpep) mnef

Em particular, a condigao necessaria para a A-determinagao e

tambem obtida do Lema 1.18 com £ = 2r-1 e do Corolario 1.23

Corolario 1,24:

Se f & (r-l)-A-determinado, entao:

r
2
tf(mnen) + wf(mpep) mnef
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Resumindo os resultados deste paragrafo, obtemos o im-

portante teorema devido a Mather:

Teorema 1.,25: (Teorema de Caracterizagao de Germes Fi-

nitamente Determinados [26,III]) :

As seguintes condigoes sao equivalentes para G = R,C,
KyL ou A,
(1) £ e G-finitamente determinado
3 . r c
(2) Para algum inteiro r, mnef TfG

(3) d(£,6) = dimR{mnef/TfG} <

(4) Para algum inteiro r', mt e, < TG

(5) de(f,G) = dimR{ef/TfGe} < @

Ja e possivel tambem provar o resultado que anunciamos na

Observagao 1.16:

Corolario 1.26:

-

Se f e OG-finitamente determinado, TfG e o espago

tangente do conjunto dos germes G-equivalentes a f,

Prova:

E necessario provar que um caminho por f, contido
na G-orbita de f & trivial no sentido definido no paragrafo
anterior.

Vamos considerar G = A, Para os outros grupos, a pro

va e analoga.
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Seja F(x,t) = (ft(x),t) um caminho por £,

-

Como f e A-finitamente determinado, existe r tal
que:
2r

r
D
tf(mnen) + wf(mpep) om ef mnef e

f e (2r-1)-A-determinado (Proposigao 1.22, com k = 1),

Reduzindo ao caso polinomial, tomemos para {£ 2 2r-1,

o caminho sz(x,t) = (jzft(x),t).

E claro que sz & um caminho por jﬂf contido na
A£-6rbita de jzf. Neste caso, (ver Observagao 1.16) existem
caminhos H(x,t) e K(y,t) pela identidade de (Rn,O) e (RPJD

. . Ny 4 LLooo-1 - .
respectivamente, tais que (7 K)o(j"F)o(j H) “e o caminho cons

tante por j£f.

Podemos escolher H e K wvariando diferenciavelmen-
te com t (Basta substituir, por exemplo, H e K pelos seus
polinomios de Taylor de ordem 4£). Logo, o caminho G=&ﬁbH_l e
diferenciavel. Alem disso, para todo t, g, tem o mesmo L-ja

to que f. Da Proposigao 1.1ll1, segue-se entao que G @& A-

-trivial. Logo, F = K_loGoH tambem e A-trivial,

0 resultado seguinte e seu Corolario foram demonstra-
dos por Mather com o objetivo de simplificar os argumentos usa

dos na obtengao de estimativas da ordem de determinagao:

Lema 1.27:

Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade M.
Seja V uma subvariedade conexa de M. Entao V esta contida
em uma so orbita de G <=

(a) Para todo v € V, TV(GV) > TV(V) e
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(b) dim TV(GV) e a mesma para todo v € V,

Prova:

Ver Mather [26 ,IV].

Corolario 1.28:

Suponha que V = rm "y, para alguma G-submersao
m:M~>N, y e N, Entao (b) esta satisfeita., Se (a) também se

verifica, V esta contida em uma so orbita.

Com estes resultados e com a Proposigao 1.22, e possi-
vel provar que f & r-~determinado, verificando propriedades de
TgG’ para todo g com o mesmo r-jato que f (sem a wutiliza-
gao de argumentos envolvendo caminhos diferenciaveis por f).

Por exemplo:

Proposicao 1,29:

f e r-A-determinado<=—>

r+l 2r+2e

c *
m 9 tg(mnen) + wg(mpep) + m g (*)

para todo germe g com o mesmoe r-jato que f.

A condigao (*) e outras semelhantes exigem para sua ve

rificagao, Lemas de Uniformidade, cujo objetivo & mostrar que se

f e g diferem por termos de ordem convenientemente alta, o
mesmo OCOrre com TfG e TgG'
Para estes lemas, e importante observar que ef e eg

podem ser identificados.



21
Grupo de Singularidades
]

CMC - USP
Lema 1.30:

Sejam f e 8 tais que jkf(O) = jkg(O). Entao:

(1) Se & € 8_, CE(E)-tg(E) € mo

n £
(1) se ¢ € C_» £ - g o ¢ mi+1ef
(iii) Se n € o, wE(m) - wgln) m< e
Qu, com a mesma hipotese:
Lema 1.31:
Para todo G, TfG + m§+18f = TgG + m:+18g

§ 1.4, 04 grupob G[k]

A seguinte generalizagio da Teoria & tambem devida 2

Mather [26,III]

pefinigao 1.32:

se G = R,L ou A, definimos G[P] = {h € G |h tem

o mesmo (k—1)-jato que 3 identidade de G}

pefinicao 1.33:

Para G = C ou K, definimos:

Copp = (B € Co B (RPxRP,0%x0) » (R"xRP,0%0)

H(x,y) = (x,h(x,¥)) l para cada X, O germe de apli
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cagao y - hx(y) tem o mesmo (k-1l)-jato que a identidade

rRP,0

K1 = Rie1Cre

(produto semi-direto)

Definicao 1.34:

Um germe f : (Rn,O) - (RP,O) e r-G determinado

(k]
quando todo germe g : (Rn,O) > (Rp,O) com 0 mesmo r-jato que
£, e G[k]—equlvalente a f,
(Se k =1, obtemos a nogao de r-G-determinaciao).

Resultados de G[k]—trivialidade e estimativas para a
ordem de G[k]—determinagao podem ser obtidos analogamente ao

caso anterior, observando que se as derivadas de um germe de cam
po de vetores tem as derivadas nulas até ordem (k-1) (inclusive),
entao os germes de difeomorfismos obtidos dos fluxos correspon-

dentes tem o mesmo (k-l)-jato que a identidade.

Assim, temos:

Proposicao 1.35:

Com a mesma notagao anterior:

(i) F e A[k]-trivial <=

a, k
) + wF (mpwp+1) ¥ a € [0,1]

a a, k
€
oF tF (mn‘{’n+1
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(ii) 7 & K[kJ-trivial <=
a a, k a, * k
3F € ¢tF (mn‘Pn+1) + (F7) (mp)‘l‘Fa ¥ ae€ [0,1]
Observacao:
Fazendo t = 0 em (i) e (ii) obtemos as expressoes

para os espagos tangentes.

Os grupos G[k] sao fundamentais ao desenvolvimento

deste trabalho., Em particular, estimativas para a ordem de

G

[k]-determinagao serao obtidas nos Capitulos II e IV,



LA

-

]



CAPTTULO 11

ct-K-DETERMINACAO FINITA

§ 2,1, 04 Resultados

Sejam f,g : (R",0) » (RP,0) germes de aplicacoes de

[+
classe c .

Definicao 2.1:

f e g sao C['-K—equivalentes. 0 S £ S » se existem

ho: (RT,0) » (R%,0) , H : (R"xrP,0x0) » (R"xrP,0x0)
germes de difeomorfismos de classe Cz (ou homeomorfismos, quan
do £ = 0), que comutem o diagrama:

(R™,0) —d2£) o (RPxgP,0x0) —L——> (R™,0)

T 1N

(R™,0) —L28) . (RPxRP,0x0) —LRe> (R",0)

Em particular, se f e g sao CK-K—equivalentes,
segue-se que os conjuntos f—l(O) e g-l(O) sao Ct-ismmmfos.

Quando A4 = o=, obtemos K, grupo de contato,

0 principal resultado deste Capitulo, o Teorema 2.7,

. 3 4 . ~
fornece uma estimativa para a ordem de C -K-determinagao:

25
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Teorema 2.7:

se f : (R",0) - (RP,0) & tal que:

k * k-1 T
* + 2
(*) tf(m_ 9 ) f (m_ )m Gf m ef

entao f e r-k+f-determinado com respeito a CK-K, £z 1,

Para £ = 0, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.11:

Se f : (Rn,O) - (RP,O) satisfaz (%)

mr—k+le

" £ entao: para |t| < &,

ft(x) = f(x)+t(g(x)-£f(x)) e CO—K-equivalente a f(x).

§$ 2.2, Uma estimativa para a ordem de K deteaminagdo

Proposicao 2.,2:

seja f : (R",0) - (RP,0) tal que:

f 29 + f* Ym 6. 2 m"
t (mn n) (mp mn f — mnef

Entao f e (r-l)-determinado com respeito ao grupo K.

Prova:
r

Seja g tal que jr_lg(O) = j —1f(0)

Entao

* E3
cg(mnen) + g (mp)eg < tf(mnen) + f (mp)ef
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(uma vez que o035 termos de ordem <= r-1 coincidem e
T .
s p .
TfK = mnef por hipotese)

Logo,

* * *
tg(mnen) + g (mp)eg + mn[tf(mnen) + f (mp)efj = tf(mnen)+f (mp)ef

e pelo lema de Nakayama, aplicado ao Cnfmédulo:

* B *
tf(mnen) + f (mp)ef e seu submodulo tg(mnen) + g (mp)eg

temos:
6 ) + g (m )6 = tf(m o ) + £ (m )e
tg(mn N g (mp 5" t mn N (mp £
0 resultado segue, portanto, do Teorema 1.25 e do Le-
ma 1.27.
Corolario 2,3:
. n P
Seja f : (R7,0) - (R",0) tal que:
k * k-1 r
* o} < <
(*) tf(mnen) + f (mp)mn ef 2 mnef 2 k r

Entao f & r-l-determinada com respeito a K.

Prova:: Obvia

Corolario 2.4:

Se k =1 em (%) , f & r-determinada com respelto
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Prova:

A hipotese da Proposigao 2.2 esta satisfeita para r+l,

Exemplo 2,5:

. 5
Seja f(x,y) = x5+y'. Temos:

3 f 5f . .3 o 7
ax ' 2y 2 2

3 _
tf(mzez) = <

f e 6-determinado pelo Corolario 2.3 e £ nao e

. . 3.3 o f 5 f 3
5-determinado, pois x "y~ ¢ 5% ' Tay > My

0 que mostra a estimativa do Corolario 2.3 & a melhor possivel

para a hipotese considerada., Entretanto, a propriedade de ser
p-determinada depende apenas do 5-jato, isto e, qualquer g
tal que

jsg(O) = jsf(O) , & tambem 6-determinado com respeito a K
{(ou R, ou A), De fato, vale a seguinte proposigao:

Proposicao 2,5:

. B k * k-1
Seja Tk(f) = tf(mnen) + f (mp)mn ef

Suponha que (%) Tk(f) 2 m;@ Entao ¥ g tal que

f'

.r-k+1

jr_k+1g(0) = j £(0) , g tambem satisfaz (*).

Mais precisamente, Tk(f) = Tk(g).



ordem

29

Prova:

e——

* r—-k+2 *
tg(mnen) + g (mp)eg + mn eg > tf(mnen) + f (mp)ef

Multiplicando por mi_lz

k * k-1 r+l k * k-1
o)
tg(mnen) + g (mp)mn eg *mo eg tf(mnen) + f (mp)mn ef

Por hipotese Tk(f) 2 mze 0o qual identificamos com

f,

.
.

tg(mien)+g*(mp)ms_19g + mn[tf(mien)+f*(mp)m§-lef] >
> tf(mien) + f*(mp)mg—lef.

Por outro lado, & claro que:

tg(mien)+g*(mp)mi—leg < tf(mien) + f*(mp)m:_lef

Portanto, segue-se do lema de Nakayama que

tf(mEen) + f*(mp)mi_lef = tg(m:Bn) + g*(mp)mi—leg

E ainda possivel mostrar que deformagoes pequenas de

r-k+1 tambem preservam a propriedade (*):

Proposicao 2.6:

Seja f : (Rn,O) > (RP,O) tal que (*) Tk(f) 2 mief

Entao:
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: i .T+ .
Existe uma vizinhanga U de Jr 1f(0), no conjunto dos
r+l-jatos com o mesmo r—-k-jato que f, tal que qualquer germe g

com r+l-jato em U, tambem satisfaz (*).

Prova:
Por hipotese:

k * k-1 T
tf(mnen) st (mp)mn 0 2 m 0.

_16

%
Portanto, podemos escolher % € mke y n. € f m%)mﬁ £

nn 1

tais que:

{tf(gi) Ny i=1,...,N}) & uma R-base para
r r
mnei——— N = dim __TBEE____= (n+r-l)
r+1l : R r+l T
m 6
n f n £

Seja g tal que jr—kg(O) = jr-kf(O)

T
Logo: tg(gi) + ni € mneg

Nestas condigoes o R-homomorfismo:

r
m 8
N % n f

Bo(aysvesay) = ;Bia ltg(Ey) + ny)

esta bem definido e, claramente, depende continuamente do

r+l-jato de g,
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Por hipotese, B, € um isomorfismo, logo Bg tambem &

um isomorfismo, para g suficientemente proximo de f. Isto e,
existe uma vizinhanga aberta U de

.r+1

™oy em (37Tlgeo) | 3T

-kf(O) = jr_kg(O)} tal que

.r+1 - - ‘ .
Se ] g € U, entao Bg e um 1somorfismo,

Portanto:

r s k * k-1 r+1
mneg tg(mnen) + g (mp)mn eg +omy eg
Pelo Lema de Nakayama:
k * k-1 . o
tg(mnen) + g (mp)mn eg mneg
§ 2.3, CZ-K—Detenminag&o Finita (£ 2 1) e Invarianca
Topologica de le(O), le| < 6

Teorema 2.7:

Seja f : (Rn,O) > (RP,O) tal que Tk(f) = mief.

- _ . . £
Entao f & r-k+f-determinado com respeito a C =K
(1 = 2 < k-1)
Para a demonstragao do Teorema 2.7, & necessario mostrar

que a condicao algebrica Tk(f) > mie e verdadeira para um ca-

£

minho:

Lema 2.8:

Suponha que Tk(f) > m;ef e seja F(t,x) wuma deforma-

cao de f, com:

r—k+26

n Fa

F(t,x) = F(a,x) ¢ (t-a)m , ¥ a € R
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Entao:
* =
mfe < eFinSv_ ) + FH mymle ., onde:
n _a -— n n+l P ' n a
F F
F® & o germe de F : R x R > RP  em (0,a) , a € R
Wn+1 € o conjunto dos germes de campos de vetores
y ¢+ (R"xR,0xa) > (R™xR,0xa), com componente na diregao —7%?—
nula.
Prova:
Chamemos £2 o germe £ . (Rn x {a},0) - (Rp,O)
x > £%(x) = F(a,x)
Do Teorema de Taylor, segue-se que:
m-e s c mte = + (t—a)mre
oy nof mF
Da Proposigao 2.5, vem:
- )
mfe < efqme ) + (£H mIm* e , ¥ aenr
n .a nn P’ n a
f f
Portanto:
* -
(i) mie < t£2(mSe ) + (£H) m M Lo+ (t-a)mFe
n _a nn P’ n a n _a
F f F
Alem disso:
. . a, k a,* k=1 a, k
(e
(ii) tf (mnen) + (f7) (mp)mn efa tF (mnwn+1)
* .
+ (Fa) (m )mk 16 + (t—a)mr+1e , uma vez que
P’ n rd n _E
F(t,x) - F(a,x) € (t-a)mz_k+26 a

F

(i) e (ii) implicam:

* -
mte c tFa(mkW )+ (Fa) (m )mk 16 + (t-a)mre
n pa n n+l P ' n pé n pa
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Agora, podemos aplicar o Lema de Nakayama ao

C(RXRn,Oxa)—mGdulo acima e o resultado é obtido.

Prova do Teorema 2.7:

Seja g tal que: T K*h gy = jTTk*L;(y,

(Podemos supor £ < k-1, uma vez que, para r-k+f2r-1,
a estimativa & dada pela Proposigao 2.2: f & r-l-K-determina

do.

Consideremos a deformagao de f:

F : (R"xR,0) »~ (RP,0)
F(t,x) = £(x) + t(g(x) - £(x)), t € [0,1]

Seja g(x) - f(x) = v(x). Por hipotese, wv(x) ¢ mz—k+ﬂ+16f.

Definamos
y : (R™xR,0) -+ (R"xRPxR,0) por:

(X,t) —> 'Y(X,t) = (XQF(x’t),t)

Nosso objetivo e encontrar deformagoes r,s (de classe

b

C7) de id x 0 e id 0 x 0, réspectivamente, de forma
R R"xRP

que o diagrama abaixo seja comutativo:

n (I,f)

,0) > (R"xRP,0x0) —=——> (R

ol E o

(R

(Ran,oxI) AN (RanPXR,OXOXI) S XR> (RHXR,OXI)
Entao:

1 n n 2 1
r~ : (R7,0) - (R,0) definida por r (x) = r{x,l),
st i (R™xRP,0x0) - (R"xRP,0%x0) definida por:

sl(X,y) = s(x,y,l) e
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v} i (R®,0) > (R™xRP,0x0) definida por: yi(x) = (x,g(x))

darao a CK—K-equivaléncia:

(R™,0) —La£), (RPLRP ox0)

[« [ [1

(R™,0) —L.8), (R"xRP,0x0) —LB—s (R®,0)

Construiremos r e s em uma vizinhanga de t=0; pelo le-
ma 2.8 todos os argumentos sao tambem verdadeiros em uma vizinhan-
¢a de qualquer a € [0,1].

Do lema 2,8 temos:

r k * k-1
* %
mneF < tF(mnwn+1) + F (mp)mn eF (*%)

A expressao (**) permite a construgao de "campos de ve-
tores controlados", como segue: Dizemos que uma fungao p : R® > R
de classe C (ou suficientemente alta) & uma fungao de controle
se 3 constantes ¢ > 0, a > 0 tais que p (x) > c[xla.

Em nosso caso, basta considerar p(x) = lxlk_(£+1), k-1
(Multiplicando (**) por uma poténcia conveniente de mo o pode-
mos ainda assumir k-(£+1) par).

B r
- . €
Entao: p (x).v(x) mneF

k
an+1

k-1_* .
L € :
n'(x,t) m F (m )eF tais que:

De (**), obtemos: E£'(x,t) € m

p(x).v(x) = tF(-g'(x,t)) + n'(x,t)
Recordemos a definigao de «y:

Yy @ (Ran,OXO) > (RnXRPXR,O)

(x,t) - > y(x,t) = (X,F(X,t),t)
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Y €& uma imersao e F = 7
RP
13! € 1 = L]
n mnmp‘l‘p+l tal que n''o vy n
. P
(Se n (X,t) =2 iglhi(x,t)Fi(x,t)’

podemos tomar

P

n"'(x,y,t)

Seja;

g

(E',pom )

Entao:

Dy(x,t)og(x,t) =

De

Id
xn

(novy) (x,t)

fato: Dy(x,t)og(x,t) =

0 g'(xst)

oF
ot

p (x)

(g'om
R rR"

i)_3__1h_i(x,t)yi , h, € m 8.).

,n'",pom n)

E'(x,t)

EF(-5" (x,£))+p(x) Fo—(x, 1)

o (x)

(noy) (x,t)

Agora, definamos campos de vetores em (RHXR,OXO)

(R™xrPxR,0),

|

respectivamente, por:

E(x,t)

vix,t) = S0 Se
v(0,t) = —= Se
w(x’y’t) = _ﬂLELZLEL Se
p (x)
W(OsYst) = 2 Se

gt
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Portanto, as coordenadas de v e w sao, respectiva-

mente:
p Ei(x,t) E;r'l(x,t) ' Kk
v(x,t) = Q—BY;FT——,.. s -7;(;3——-— , 1) x # 0, com gi(x,t) € mnCn+1
]
v(0,t) = (0,...,0,1) Se x =0
~
r €i(x,t) g;(x’t) n{(x’y,t) n;(x’Y:t)
W(X,y,t) = (—-—-‘-)-z-)—z—)ﬁ-ﬂ,..., p(x) N Q(X) ye ey T&"j—“_ ,1)
4 Se x#0
w(0,y,t) = (0,...,0,1) Se x =20

P o
onde n"(x,y,t) = iglhi(x,t)yi, com h, € m:]HF

E claro que v e w satisfazem a equagao
Dy(v(x,t)) = w(y(x,y,t)).
O lema abaixo sera usado na demonstragao de que os cam

pos Vv e w sao de classe C

Lema 2,9:
. k . n
Seja p(x) = |x| e seja h : (R7,0) - (R,0)

e(x)

h(x) i onde e(x) € m;+k

r—-1

.

Entao h & de classe C

h(0)

n
o

Prova:

Vamos mostrar que h ¢ Cl.

Observemos que h e diferenciavel e h'(0) = 0,



r+k
lim —l%i%ll— < lim c.|x| n =0 (Se 1 > 1)
N |x|+0

|x |0

Alem disso:

(i) grad h(x) = grade (x) . o—e(x) . gradp(x)
p(x) ﬂZ(x)

Temos:

|gradp(x)| = <gradp(x),gradp(x) > 1/2 = k|x|k-1
. 2 2. k/2-1
(pois gradp(x) = k(x1 + ...+ xn) .(xl,...,xn)).

Portanto:

Igrade(x)L_ o [e(x)]

|gradh(x)| = .|gradp(x)| s
lo (x)] pz(X)
k-1
c. |x|T* r+k k-1
< 1 - + Cz |ka, . |xL _ C'|x|r_1
| x| | x| | x|

gradh(x) @& uma fungcao continua desde que r 2 2,

Logo, h & de classe Cl.

De (i), vem:

oh oh 1 o€ . J€E
gradh(x) = [( seaay )1 = ( yose yg—m——) -
Bxl an o (x) Bxl an
s(x).k.bc]k_2 (x %)
k k 1°°°°*"n
| x| " [ x|

1 de de . (ke(X).xl,...,ke(x),xn)

( seees )
p (x) 8x1 an |x|k+2

ou: gradh(x) =
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Podemos repetir o argumento utilizado na 1.2 parte da
demonstragao para obter que cada componente de gradh(x) e de
classe C1 desde que r 2 3,

Observemos que:

d¢€
oh _ Bxi i ke(x).xi
3X. k k+2
i | x| | x|
com —2& € mr+k-1 e e(x)x. € mr+k+1
axX. n 1 n

Voltando a demonstracao do teorema:
Vemos imediatamente do lema 2,9 que v & um campo de
t ctt,

classe C°, e w & de classe

Devemos modificar w para obtermos um campo de classe

Observemos que:

n"(x,y,t) = g h,(x,t)y h, € mk'le
i i=1rit ™ i’ i n F
"
In[é?;§’t)| s c|x]|y] e portanto todas as compo-

nentes de w sao continuas.

Alem disso, as derivadas parciais de qualquer ordem com
respeito @ y existem e sao continuas.

Como F(x,t) € m 8y temos que [F(x,t)| s c|lx|

Sejam U e V vizinhancas de ly| s c¢]|x| em
R"xRPxR - 0x0xR. Por exemplo:

Vo= {(x,y,t)||y| < (c+1) |x|, (x,y) # (0,00} e V2To>y
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Considere 1p : R"xRPxR > R tal que

@

p|R"xRPxR - 0xOxR & ¢°,

p(x,y,t) =1 se (x,y,t) € U
p(x,y,t) =0 fora de V
0Sp(x,y,t)=1 em V - U

e p(0,0,t) =0

Portanto |p(x,y,t).y| = K|x| (*)

No lema 2.10 mostraremos ser possivel construir uma

tal funcao p com a propriedade:

K
]

¥ s 2 0, |Ds(p(x,y).y)[ = HT—TE:T“ R KS = constante (*%)
X

Admitindo a existencia de p, definamos um campo W

numa vizinhanga de Ox0xR em RHXRPXR, da seguinte forma:

Wi(x,y,t) = wi(x,y,t) se 1Sis=n ou i = n+p+1l
Wj(x’X’t) = p(x,y,t).wj(x,y,t) se n+lsjSn+p
Logo,
o) = lek-(£+l)

Com estas hipoteses, segue-se que W & de classe Cz.
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De fato, temos apenas que verificar a diferenciabilida

de dos Wj’ n+l 3 j S n+p.

2

W, = ] pyj onde pj e de classe C'e_l (lema 2.9).

h.
e |—I-| = wmx|
o}

Alem disso pyj satisfaz (*) e (*%),

Logo,

' -
ij(x,y,t)l s c|x| *1 . wj e continua.

h h,

i ]
DW. = D .+
3 ( 5 )pyJ 5

D(pyj) =>

1

- |ij| £ C x|£ e portanto, W @& C°, se £ 21,

1|

i , By - h. h,
p°w, = D°(—l-)py. + 2D(-—)D(py,) + —LD"(py.)
i P j p j p 3

+ C

£L-1
I S} 3

5 2 £-2
s
w'a |D wJ.I cllxl | x| + Cz]x
A ¢ se £ 2 2,
Em geral:

8 . h, .
s N S 1 s=1,,
P B T O e L S SN

£2-1i ks-i
| x|

IL‘S+1
ig0"i | s-1-1 x
x|

=C|

que e, portanto, continua se s S £,
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Ou seja, W @ de classe C .
Como W coincide com w em uma vizinhanga coOnica do

grafico de F(x,t), a equacgao:
Dy(v(x,y,t)) = W(y(x,y,t)) tambem se verifica.

As integrais dos campos v e W definem os difeomorfis

mos de classe C

R : (Ran,O) + (R"xR,0) R

R(x,t) = (r(x,t),t), com r(x,0) =1 0
R
e s : (R"xrPxR,0) » (R"xRPxRr,0) ,
S(x,y,t) = (s(x,y,t),t) , com
s(x,y,0) = 1I e T [S(x,y,t)] = r(x,t)
R"xrP rR™

Alem disso:
-1
[SoyoR " 1(x,t) = (x,f(x),t)
. 1 n n
Sejam: r : (R,0) » (R ,0) e
s (RnXRP,O) > (RnXRp,O) definidas por:
1 1
r(x) = r(x,1) e s (x,y) = s(x,y,l)

Entao: slo(I,g)o(rl)—1 = (I,f). Ou seja, f e g

sao C -K-equivalentes,

Lema 2.10:
Sejam |y| s ¢

cones em RnXRp, com C., < C



Existe
P(X,Y) =1
p(x,y) = 0
0 s p(x,y) =1
p(0,0) =0

Alem disso:

ID®(p(x,y)y)| s

Prova:

(I) Faremos, primeiramente, o caso

Seja h : R =+ R

[

fungao ¢ cujo grafico

ta na Fig. 2.1, isto &,

se 0 S8 =9

h(g) =1 1

h(8) = 0 se 6292,~05h(e)51

Definamos:

p(x,y) = h(e),

42

P R"xRrP » R, p ¢« ¢’ em RnXRp - 0x0, tal que:

se |yl sc. |x] , (x,y) # (0,0)

1
se [y| > c,|x]

se C lx[ = |y| s c,|x]|

s=1
x| "

n=p =1,
a [}
es
I
1
i
(]
1 " -
1 %2
se 6<e<62
Fig. 2.1
onde 6 = arctg %

Entdao |p(x,7)y| = tg ellxl
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Derivando py, obtemos:

(py) —32——y = h'(e) 0 (arctg %)Y

39X 90X 0xX

X +y x"+y

2

h'(8) (—5&==)y = h'(8) (—y—t5—

(py) = =B—y + p = b'(8) (—2L) + p(x,y).

X +y

Como h(8) e Cw, segue-se que

3
X

(py) e (py) sao limitadas,

3
Yy

As derivadas segundas sao:

2 -3

—2r—(py) = h" ()T + b ()22l
ax (x"+y") (x"+y ")

2 2 32

—y— V) = O b @)=L
y
(x 4y ) (x"+y")
o n"®xy. _ __h'(8)2x’y
o0, I (Zaghy?

3 x2 2x3
— () = W (O) g + b ()=

Yy (x'+y ) (x"+y")

g 2
N NG TR
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Derivando sucessivamente, encontraremos que uma deriva-

da parcial de ordem s de py e da forma:

s

. qi(x»}’)
i=1

(x2+y2)s

h(i)(e)

onde 9 e polinomio homogeneo de grau s+l e h(l)(e) indica

a i-esima derivada de h com relagao a 6.

S KS KS
=< =<
Logo [D py| o3 -
|(xly)| |x|
(IT) Para todo n 21 e p =1 podemos definir:
p(xl,...,xn,y) = h(8) se |x| # 0

p(O’Y) =0
y

onde 8 = arct .
& Tx]

No caso geral, basta definir:

P
p(xl,...,xn,yl,...,yp)=p1(x,y)p2(x,y)...,pp(x,y) se |x| #0

y.

i — - _—ﬂ—l—-“
onde pi(x,y) = h(ei), 0, = arctg x|

4

p(0,y) = 0.

Teorema 2.11:

Se f : (Rn,O) - (RP,O) satisfaz a kafimze

g-f € m;_k+16f » entao 3 & > 0 tal que:

f

£, (x) = £(x)+e(g(x)~f(x) & C°-K-equivalente a £(x), |t| < s,
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Prova:

Podemos usar a Proposigao 2,6 para provar que:

Dada uma deformagao:

F : (R"xR,0x0) - (RP,0)
(x,t) » F(t,x) , F(0,x) = f(x) e

r—-k+1e

F(t,x) - F(0,x) ¢ mym_ P entao:
k . k-1 r
+ 2
tF(mn\vn+1 F (mp)mn eF mneF

(a demonstragao & analoga ao lema 2,8).

Escolhendo p(x) = |x|k—1 » podemos repetir o mesmo

argumento do Teorema 2.7 para obter v e w, campos de veto
. n n__p .

res em uma vizinhanga do 0O em R xR e R xR"XR, respecti-

vamente, tal que:

v(x,t) = o_l(X)E(x,t) onde
E(x,t) = (&',pom )
R
v(0,t) = = K
L ’ ot e £'(x,t) € mntyn+]_
e wix,y,t) = p_l(x)n(x,y,t) se x # 0
3
W(OsY3t) = 5t
onde n(x,y,t) = (&£'onm s ,pom )
' R"xR rR"

e n" ¢ ms-lmpe
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Portanto: (a) as condigoes em &' e o implicam que:
lg' (x,¢)
~2 X = ¢
|p(x) | 1IXl
(b) as condigoes em 1" e o implicam que:

|n"(xiy,t)| <
o (x)|

1y

Como antes, podemos redefinir w de forma que w se-
ja zero fora de uma vizinhanga conica do grafico de F, A unici
dade de solugao destes campos de vetores e a continuidade das
solugoes segue do teorema contido na exposigao abaixo (Kuo [18]).

"Seja X(x) um campo de vetores definido e continuo em
um subconjunto aberto U de R, Entao existe pelo menos uma
solugao local por cada ponto de U.

Seja w(t,uo) uma solugao definida para ]t[ < n com
w(O,uo) = u_. Dizemos que X(x) satisfaz uma condigao de
Lipschitaz ao longo de ¢ com constante de Lipschitz K = K(p)

se para todo x em uma vizinhanga do conjunto:

folt,u) - lt|<n}, |X(x) - X(w(t,uo)| < le—w(t,xo)|

Esta condigao e certamente mais fraca que a condigao
de Lipschitz usual,
Teorema:

Seja X(x) um campo de vetores definido e continuo

em um conjunto U aberto de Rn. Suponha que para cada %)E U
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exista uma solugao W(t,uo) com w(O,uo) = u, 3o longo da qual
X satisfaz uma condigao de Lipschitz., Entao X admite uma uni-
ca solugao por cada ponto de U, isto e, duas solugoes satisfazen
do a mesma condigao inicial coincidem em seu dominio comum de de
finigao.

Alem disso, a solugao w(t,uo) definida em seu interva
lo maximal de existencia, e uma fungao continua de t e u .

§ 2.4, 0 Caso Homogeneo

Os Teoremas 2.7 e 2.11 quando aplicados aos germes
£ (Rn,O) - (RP,O), homogeneos de grau S dao origem ao resul-

tado:

Corolario 2,12:

(a) Todo germe f : (Rn,O) -> (RP,O) homogeneo de grau s
e finitamente determinado com respeito ao grupo K e s—cl—K—dg
terminado.

(b) As deformagoes pequenas de grau s de f sao c®-K-

-triviais,

Prova:

Se f .e homogeneo de grau s e K-finitamente determi

nado, existe k tal que

k * k-
tf(mnen) + f (mp)mn 6, =

e o resultado segue dos Teoremas 2.7 e 2,11,
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Seja g(x) = f(x) + h(x) g (Rn,O) - (RP,O) . com
f homogeneo de grau s e h(x) € m;+1e

g
O Corolario acima diz, em particular, que uma condi-

¢ao suficiente para que g_l(O) . f-l(O) e que f seja K-fi

1
C
nitamente determinado.
Uma pergunta que surge naturalmente e se esta condigEO

suficiente e genérica., A resposta & afirmativa e estd contida na

proposigao abaixo.

Proposicao 2,13:

Seja L o espaco das aplicacoes polinomiais homogeneas

£ ct s c? de grau k. O conjunto W(n,p) <L,

W(n,p) {f ¢« L, £ nao & finitamente determinado com
respeito a K} & subconjunto algéebrico proprio de L, Em outras
palavras, o conjunto das formas homogeneas finitamente determi-

nadas com respeito a K e um conjunto nao-vazio, Zariski-aber-

to de L.

Prova:

Um germe f (En,O) - (Ep,O) (E = R ou C) e finita-
mente K—determinado se e somente se

£* > mt
J(f) + (mp)Cn mncn

(Aqui, J(f) & o ideal em- Cn gerado pelos pxp me-
nores da matriz df),

(Ver, por exemplo, Gaffney [10]).

Com a caracterizagao acima, e facil ver que W(n,p) e

um conjunto algebrico.
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Vamos mostrar que L-W # 0,

. n P
Seja A : C x L » C¥ , A(x,f) = f(x)
A & uma submersao em (C™xL)-(0xL)

Portanto, A—l(O) - 0xL @& uma subvariedade de C" x L

-1

de codimensao p. (é a uniao de todos os possiveis f ~(0) com

£ € L),
Seja m : A_l(O) - (0xL) » L a restricao da projegao
usual e fO um valor regular de T,
~ -1
Por construgao, dfO tem rank p em f0 (0) - {07},
Logo fo @ K-finitamente determinado, como germe
£ ¢ (c™,0) » (c?,0) (ver Gaffney [10]).
Definigcao 2,14:
Um germe g : (R",0) » (RP,0) & semihomogéneo de grau d
se:
g(x) = f(x) + h(x), onde f e K-finitamente determi
nado, homogeneo de grau d e h ¢ m:+16g.
Corolario 2.15:
r r . T
Wd(n,p) = {z ¢ Jd(n,p) , 2z =3¢, g=f+h, f homo
-~ d+1 -~ - 1
geneo de grau d e h € mn ef tal que g mnao e d-C -K-deter

minado}

& um subconjunto algebrico proprio de Jg(n,p), ¥ rad,

Para germes semi-homogeneos um problema interessante e

a determinagao de seus invariantes a partir dos invariantes as-

sociados a sua parte homogenea.
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Os resultados seguintes fazem parte de um projeto de
generalizagao para p > 1 dos resultados obtidos por Arnol'd
para germes de fungoes,

No teorema 2,17 obtemos formas normais para g =f + h,
analogamente ao resultado de Arnol'd, para germes semi—quase—hg
mogeneos [ 31,

Acreditamos que estes resultados sejam Uteis no estu-
do da K-modalidade.

(ver, por exemplo Wall [331]),

Proposicao 2,16:

Seja T = {“1""'“£’T1""’Tm} uma base monomial pa
ef
ra NfKe = = onde f @& homogeéneo de grau d;
tf(en) + f mpef
=
grau ui d
grau Tj2d+1
Seja g = f+h, semi-homogeneo de grau’ d.

Entao:
(a) t gera N K
g e

(b) Se gt(x) ="f(x) + th(x) com h homogéneo de grau d'>d,

Entao: dim Ng K e constante para t # 0 e
e
t

gt(x) ~ f(x) + h(x) = g(x) para todo t > 0,
K

g, (x) ~ f(x) - h(x) para t < 0,
& K

(c) Com as hipoteses de (b), se dimR NfKe = dimR NgKe

entao g~ f , ou seja, g8, e K-trivial,

K
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Prova:

. Lol * =
(a) Por hipotese tf(en) + f mpef + R<T ef.

E imediato que os termos My "de grau = d-2 geram

N K o+ mlg 8
g e n g - f .
md_le md—le
n g n £

Indiquemos por o subconjunto de T <constituido
dos monomios de grau exatamente j.

E claro que:

* d d-1 d-1
tg(o_) + m e + m 6 + Rt = fm 8
8 ( n 8 P B n g n g
%
tg(m_6_) + g m 6 _ + md+18 + RTd = mde
nn P 8 n g n g
% . _ -
tgm<o ) + g m mS e+ mdtEg 4 godtkol o dek-lg
nn P n g n g n g
- d+k .~
onde k e tal que Tk(f) = Tk(g) > mn 8 (Proposigao 2.5).
Entao
tg(e_) + 8*m 6+ R(UTj) = md7tg para j 2z d-1
n P 8 n g

(b) E suficiente mostrar que a dimensao das orbitas

em Jd+k_1(n,p) e independente de t (se ‘t # 0).

Para cada t:

d mde
mnef n gt
1D . = R{T "ll’T } g
t * d+k 1 m * d+k
tf(mnen) + f mpef *mo6e tgt(mnen)+gtmpeg:mn egt

onde
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r
.+al = za,T, a ini & :
wt[iélaiTl al Zalrl esta bem definida (pela parte (a)) e & sobre

Vamos mostrar que dim kerlpt independe de t (para t # 0):

Por simplicidade de motacao suporemos gt=f+th, com h homogeneo de grau (d+1).

Seja Ti ,Ti ,...,Ti um subconjunto de {Tl,...,Tm} e suponha
1 2 T
que existam £ € mnen y Ny € egt y 1 =1,...,p tais que:
P

= *
tg (&) + ;L¢80 0y 41Ty AT, ... +oa T, (*)

1 2 r

. 1 2 iz .~
Indiquemos por e + €7 + ,,, + € a decomposigao de

€ em partes homogeneas de graus 1,2,..,,£ e analogamente,

1 2 a j .
cada . = n., + .t ., t . onde ’ tem grau =g
ﬂl nl nl T]l n ]’]l g j
Entao, (*) pode ser escrita como:

[tf(el) + fnlj + [t(th(el) + hnl) + tf(ez) + fn2] +
+ [t(th(ez) + hnz) + tf(€3) + fn33_+ e ¥

+ [t(th(th(ez_l) + hnﬂ_l) + tf(ez) + fnzj + [t(th(ez) + hn£] = Ia T,
k

Ou seja, as equagoes homogéneas sao respectivamente:

tf(el) + fnl =0 (pois T e base de Ner)

t(th(el) + hnl) + tf(sz) + fn2

(ZakT. )d+1 (soma dos T, de grau d+1)
" Yk

t(th(ez) + hn2) + tf(e3) + fn3

n

(Zak‘ri )d+2 (soma dos Ti's de grau d+2)
k k

eeh ™Y + mnt ™l + ered) + £t = (Ta 1, YL L vs de grau d+t-1)
lk 1

k

t[th(eﬂ) + hn£] = (Zakri )d+£ (Ti 's de grau d+&)

k k
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Definamos:

T
e
- 1 = )
nl - ni + ni + 00t H
- i+l
Onde EZ J b ‘_'__Lj'_—"'_‘ele J j - 0,1,--.,'6-]-'

Entao:
- it ps n - - i1, j+l s
t[th(e!' J)+hn£i ~"]+[t:f(?(i J+1)+f?f‘i J+l]=t[th(—t-_—_—-e£ J)+h(—t-_-_-3—-——)r|£ 37+
t. t
J
e s o e-ga ¢ L-i. . 8- £-j+1
+[tf(Tj__1'€ )+f(—_-_j-_-1—'n Y = —_J:-_T-[t(th(e Y+hn~ “)+tf(e ) +
t t t
£-j+1 d+£-j ¢ —
+fn ] =l(Za, 1. ) Jo —5—— = La, 1,
ak 1k t_'| 1 k 1
Ou seja:
(e) L (sm a
tg_(e) + ,L.(g_)n, = La 1, .
T i=1 el k lk
. dim N Ke e constante para t # O,
gt
N *
Alem disso, h(x) € tg_(m 6 )+ gme + md+ke ¥t # 0,
t 'n n tp s, noog,

Pelo Lema 1.27 ,segue-se que existem no maximo

duas K-orbitas: a de f+h, e a de f-h.

(¢) E claro que f pertence ao fecho de K(f+h) e ao

fecho de K(f-hn).
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Portanto, se dim NgKe= dim NfKe’ segue—-se que a de-

formacao f+th @& trivial.

Teorema 2,17:

Seja T = {ul,...,uz;Tl,...,Tm} uma base monomial

0

para NfK = 4 = , onde f & homogeneo de grau d,
tf(8 ) + £ m @
n p £

grau  u. £ d e grau Tj 2 d+1,
Entao
(i) Qualquer germe semi-homogeneo g = f+h & K-equivalente a
m
f + .Il.a,t. , a. = constante
1=1"1 1 i
(ii) e g = f+h e CS+1-K—equiVa1ente a f + Zai'ri com

d+1l = grau T S d+s,

Consideremos primeiramente o caso em que h(x) perten

ce ao espago tangente de f

Lema 2,18:

Com as hipoteses do Teorema 2,17, suponhamos que h

(112

- s+1 * ]
homogeneo de grau d+s e h(x) € tf(mn en) + (f mp)mnef'
. - s+1 .

Entao f+h e C ~K-equivalente a f,

Prova do lema:
Temos h(x) = tE(e(x)) + L, (x)n, (x) e m®* 1o
emos X e(x ;2 GOn; (%) com e em "6

s
ni ¢ mnef
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Seja H(X) = I-N(X) , onde I e a matriz identidade

PXp n, (X)
N(x) =

np(X)

T pxp

e X = x - e(x).

Seja g(X) = £(X) + h(X),

Entao H(X)g(X) = k(X) exprime uma K-equivalencia en
tre g e k.

Alem disso, o desenvolvimento de Taylor de k(X) em

potencias de € & o seguinte:

k(X) = [I-N(x~e(x))]J[f(x-e(x)) + h(x-e(x))] =
= f(x) - tf(x)e(x) - N(x)f(x) + h(x) + R(x), com
d+s+1 ‘
R(x) « mn eg v k(x) = f(x) + R(x).

Logo g(x) = f(x) + h(x) e K-equivalente a f(x)+R(x),

md+S+16
n g
Do Teorema 2,7, obtemos que g~ f+ h ~ f

R €

K C -K

Observemos que a homogeneidade de f nao & essencial

na prova do lema anterior. Ou seja, ficou tambem provado que:

Lema 2,19:

Dados g(x) = f£(x) + k(x), semi-homogéneo de grau d,
com k(x) polinomio de grau S d+s e h(x), polinomio homo-

geneo de grau d+s, h(x) € TgK entao



56

g(x) + h(x) = £(x) + k(x) + h(x) e CS+1—K-equiva1eE
te a f(x) + k(x) + R(x), com R(x) ¢ mi+S+16g.

A Prova do Teorema e imediata a partir da aplicacao dos
lemas 2,18 e 2.19 aos termos de h de ordem d+1, d+2 e assim

sucessivamente, e do Teorema 2.7.

§ 2.5, Exemplos

Exemplo 2.20:

f(x,y) = xm+yn m < n, myn 2 4

-

f e quase-homogenea.

‘ _ of af
Seja I = < % 5 5y S
Temos:
of of m-2 m+n-3
> D L
< ax 7 3y My =M

Entao f e (m+n-4)-determinado com respeito a K

(tambem com respeito a R,A) e como xm—2yn—2

4 ImZ’ f nao
pode ser (m+n-5)-K-determinado,

No entanto, ¥ g tal que jng(O) = jnf(O), g tam-
bem e (m+n~4)-determinado (Proposigao 2.5).

Pelo Teorema 2.7, f & n-determinado com respeito ao
grupo Cl-K; (ou Cl—R ou Cl-A); e (n+l)-determinado com res-
peito ao grupo CZ-K; (ou CZ-R, ou CZ—A) ve., e (n+l)-determi-

A 2+1_ A

nado com respeito ao grupo ~K(C -A) para

R,
£ < m~4,
Estas estimativas sao exatas. Com efeito & suficiente

observar que

-2 n-2- . +
xT o+ oyt o+ xSyl ® nao @ Cz 1-equivalente a

x o+ yn, onde £ = m-s-4, pois



xm—2yn-2-s d <xm-l.yn >m_ 6(£+1) (egﬁi)
classe C£+1).
(ou seja: xm-2yn-2-s ¢ jn+£+1{<xm-1.yn—1>mnen}
Exemplo 2.,21:
3 2
£ : (R7,0) - (R",0) dada por:
u(x,y,z) = 2x3 + 3y3 - g3
v(x,¥,2) = xyz
L
Temos:
6x2 9y2 -322
Df =
Yz Xz Xy
e J(f) = <6x3z-9y3z, 6x3y+3yz3, 9xy3+3x23>
" 1" "
b 52 Ay
De
X
vy »{J(f)} segue-se que {x4z, xz ,

todos pertencem a T3f = tf(mge )

Os demais termos da forma

+ f (m )mzef

onde

4
X Yy

a €

4
Xy

m5
3

indica campos de

4 4
»Y Z,2 y}ef
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podem ser obtidos da seguinte maneira:

t£(x>,0,0)

|

o

i
o

Simetria vai implicar que

Estes elementos, juntamente com

zA1£O (mod T3f) yAZEO (mod T3f)

uyZEO ux250

vao mostrar que

Para os termos da forma

2
6x yz
tf(yz,0,0) = =
: 2 2
y 2z
0
Por simetria: 2 9 ‘ €T

o

T
5 (£)
5
Z
’ 0

2

uz =0

32

5
com a €m

3)
(mod T3f)
0
22 | &7

as 6-equagoes:

xA3EO (mod T3f)

pertencem a T

temos:

3

f‘
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. 3 * 2 5
T tf(m363) + f (m2)m3ef > m3ef

'+ £ e 4-determinado com respeito a K (Proposigao 2.2)

e f nao e 3-determinado com respeito a K pois

4 TfK, por exemplo,

Pelo Teorema 2,7, f & 3-determinado com respeito a

Pelo Teorema 2.11, deformagoes pequenas de grau 3 sao
o C e
C'-K-triviais,

0 mesmo argumento utilizado no exemplo anterior mostra

= . . - . 2
que f nao e 3-determinado com respeito a C“-K,

f(x,y,2) =
] Xy 2z
De maneira inteiramente analoga ao Exemplo 2,21, se-
gue-se que:
tf(m26 ) + f*(m ym,e . > m69 para quase todo valor
373 27737 £ 3°f

de (a,b,c)
.. (a) f e 5-K-determinado e nao e 4-K-determinado

(b) £ e 4—C1-K—determinado.
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Além disso, esta e uma propriedade do 4-jato, ou seja:

¥ g tal que g(x) = f(x) + h(x) , h € mgef .
g tambem satisfaz (a) e (b),

Exemplo 2.23:

x2 o+ yb 25ash
Seja f(x,y) =

a b

xT -y

I(f) = <xa+yb,xa-yb> - <xa,yb>m;-1 2 mg+a—1C2

. f @& b+a-2-determinado com respeito a K,

Observe a analogia com o exemplo 2,20,
De fato f nao e a+b-3-K-determinado

f €& b-determinado c.r, a Cl—K,

f e b+l-determinado c.r., a CZ—K, P -

f e b+f-determinado c.r, a CK-K (desde que £<a-2),



CAPITULO 111

GRAU DE C"-DETERMINACAO DE GERMES QUE SATISFAZEM A
UMA CONDICAQ DE LOJASIEWICZ

§ 3.1. Introducgao

Se G & um dos grupos R,C,K,L ou A podemos definir

08 correspondentes Ck-G, substituindo os difeomorfismos de
classe C  da definigao de G por difeomorfismos de classe
Ck(k Z 1) ou por homeomorfismos (k = 0),

0 estudo da CO-R-determinagao finita comegou com os

trabalhos de Kuiper [17], Kuo [18] sobre suficiencia de jatos
de fungoes, Bochnak e Lojasiewicz [22] obtiveram varias condi-
goes equivalentes a3 r-C°-R-determinacao de fungdes, e seus re-
sultados foram posteriormente extendidos para G = R e K e
p > 1, por Bochnak, Kuo e outros.

Uma apresentagao bastante clara e detalhada destes re-
sultados esta contida, no trabalho de J. Martins [25], o qual
tambeém obtém um resultado de C -R-determinacido finita (p > 1),

que e uma generalizacao do resultado de F., Takens [29].

Recentemente, L. Wilson [34] e [35] estudou a deter-
minagao infinita, isto &€, a determinagcao de um germe pela sua

- . ~ k - . ~ A
serlie de Taylor e sua relagao com a C -determinagao finita,

Para o caso dos grupos R,C,K,L, todos estes traba-

lhos levaram ao seguinte:

61
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Teorema:

n,O) > (Rp,O) ©»~determinado relativamente

Seja f : (R
a Cc°-G (G = R,C,K,L).

Entao existem inteiros A,B > 0 tais que:
f e (Ak+B)-determinado relativamente a Ck-G para todo k,

0 f k £ o

~ : ~ . . k
Esta relagao entre a determinagaoc infinita e a C —de
terminagao finita & proveniente principalmente da equivalencia
entre o concetto de <deal eliptico I e da existencia de um e-

lemento em I satisfazendo a uma condig¢do de Losajewicz:

Mais precisamente, vale o seguinte resultado:

Proposicgao:

Dado I = <f1,...,fs> um ideal finitamente gerado de
Cn’ as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) I & eliptico, isto &, I o m:Cn
(b) Existe uma funcao ¢, definida numa vizinhanga U de
a
0, com germe em I, tal que \¢(x))| 2 C|xl em U, para

algum C > 0 e algum a > 0 (Esta condigao & chamada cordigao
de Lojasiewicz)

(¢) Os geradores fi de I satisfazem uma desigualdade

s
iél(fi)z 2 ¢|x]|® em uma vizinhanga do zero,

Se f, sao germes de fungdes analiticas, estas condi
Goes sao também equivalentes a:
- . . =1,
(d) 0 e ponto singular isolado em £ ~(0)

(onde f = (fl""’fs)'
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A implicacgao (a) ==> (c) segue de Tougeron [30] e
(d) => (e¢) e a Desigualdade de Lojasiewicz para fungaes ana-
liticas.

A prova completa degte resultado pode ser vista, por

exemplo, em C,T,C., Wall [32]: "Finite Determinacy of Smooth Map-
-Germs",

Neste artigo, Wall descreve e analisa todos estes re-
sultados e apresenta uma completa lista de referencias.

Em seu Teorema 8.1 (p. 524) do mesmo artigo, Wall e-
nuncia uma estimativa para o grau de Ck—G—determinagio G =R,
Ky, ou C), que esta incorreta. Este erro foi apontado por Leslie
Wilson, que foi tambem quem nos sugeriu que as informagoes con
tidas no espago tangente TfG poderiam ser melhor wutilizadas
para a obtengao de estimativas mais precisas do grau de C -G-
determinacao.,

Recentemente, Leslie Wilson e C.T.C. Wall nos comuni-
caram sobre dois trabalhos a respeito do grau de Ck—K—determi
nagao:

Ph.Antoine em [ 1], provou que sob certas condigoes
de regularidade sobre uma aplicagao f : E - F, f(0) = 0, E,F
espagos de Banach,tem-se: f—l(O) e o cone {x|x € ker df(0),
dkf(O)(x)k € Imdf(0)} sao Cl-difeomorfos.

Uma consequéencia deste resultado & a s—Cl—K—determi—
nagao finita de germes homogeneos de grau s que satisfazem a
condigao de regularidade.

D, Lefebvre e M.T. Pourprix em [21] generalizam o
resultado acima obtendo uma estimativa para o grau de Ck—K-dS
terminacgao,

No § 3.2 comparamos os resultados de [21], com as

estimativas que obtemos neste capitulo.
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§ 3.2, Grau de Cn-vetenmina¢&o

Seja f (Rn,O) > (Rp,O) germe de aplicagao diferen-
ciavel de classe C e G = R,C ou K,
Seguindo a notagao utilizada por Wall em [321], indique

mos por ¢ IR(f) = Jf o ideal de Cn gerado pelos menores PXp

da matriz jacobiana de f,

*
Ic(f)= f (mp)cn
L (£) = Ip(£) + I,(f)
2
Seja N, (£)) = | £(x) |

No(E)(x) = |dfx|Z o g e{(df_)(df_ )T} = d -
R X R e % % = soma dos qua

drados dos menores p x p de dfx.

NK(f)(X) = Nc(f)(X) + NR(f)(X)

Suponhamos que NG(f)satisfaga a uma desigualdade de
Lojasiewicz numa vizinhanga de 0, isto e: 3 constantes c>0

e r>0 tais que:
r
(c,) Ng(£) (x) 2 Clx]

Como no Capitulo anterior, a informacao contida no es-
pago tangente TfG sera usada para construir os campos de veto
res, cuja classe de diferenciabilidade & obtida com o auxilio de

uma fungao de controle, que neste caso sera NG(f).

Para a obtengao de estimativas razoaveis do grau de

Cr—determinagio & necessario impor a No(f) alguma condigao de
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. . 1
controle do crescimento da derivada de w5 coOmo por exem
plo: NG(f

grad NG(f) < c
NG(f) le)\

para algum X 2 1,

0 exemplo seguinte e devido a Leslie Wilson:

Exemplo 3.1:

faB(x) = x%sen é satisfaz a IfaB(x)|S | x| a’

X

Lad - a 3
mas nao e de classe C para valores convenientes de B,

Indiquemos, portanto, por (dr ) a seguinte hipotese:
o
r

T, e o maior inteiro tal que NG(f) € mno.

0 seguinte lema e uma extensao do lema 2,9:

Lema 3.2:

Suponha que N(x) satisfaga as condigoes (e) e (d ).
o

r+i(r-ro+1)+1

Se h(x) € m_

, a fungao

e(x) = —%%%%— y X # 0 €(0) = 0 & de classe ct,

Prova:

£ claro que r-r_ 2 0,
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[h(x) |

Logo |e(x)]| = N (x)] clx|] e e & continua.
Alem disso:
grade (x) = sr;%;)(w - ﬂsrgdﬂ(x)
N (x)
r+i(rero+1) ro-l
onde gradh(x) € m, e gradN(x) e« m ;

Para 1 21, temos: r+i(r-r0+l)+1+ro-1—2r 2 (i—l)(r°-1)+1 e 1

N(x)gradh(x) hgradN(x)
§2 (x) N2 (x)

. |grade(x)| s

- -
e segue-se que grade(x) e continuo.,

- 1
Para mostrar que grade(x) e C observemos que ca-

1
da uma de suas componentes e da forma hz-il— , onde h' € mﬁ,
N™(x)
L = 2r+(i-1)(r-ro+l)+1 e N satisfaz as mesmas condigoes.
Por indugao, se @y * v.. v a = a-l e
a=1
aa = e(x)a e da forma ——%Lil— » com Hem-
axlaxz...axn L
1 72 n

£ = or + (i-a+1)(r-ro+1)+1.
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Entao:
Y aB (x)N*" 128
9%, Ix.,
8 . H(x) ] = J _
; - 2
%5 w%(x) N () N°e
aH aN
& ox o (x) 3 X
- N0L+1
e continua, sempre que 1i-a+l 2 1, 1{isto e: 1 2 g

- a
Portanto, € e de classe C

Com este lema ja e possivel enunciar uma versao corre

ta do Teorema 8.1 de [32]

Proposicao 3.3:

Seja G = R, ou K e suponha que f satisfagca as
hipoteses (Cr) e (dr ). Entdo f & £-C'-G-determinado, on
o
de £ = r+i(r—ro+1) para 0 S r S o,

A prova desta Proposicao e essencialmente a mesma da-
da por Wall em [32] (Teorema 8.1), que e tambem analoga a
prova da Proposigao 3.6 que daremos a seguir, e portanto, a o-
mitimos.

A estimativa da Proposicao 3.3 e ainda muito impreci-
sa. Por exemplo se f & homogenea de grau m, a condigio(cr)
s0 ocorre para r 2 min{(m-1)p,2m}.

No Lema 3.4 repetiremos a prova de Jfo c tf(en)

(Gaffney [10] ou Wall [32]), que sera importante para a ob-

tengao de resultados mais precisos.



é um menor

Lema 3.4:

Seja h =

Se M =

68

P xXp

(det M)

r

(det M) .

|

Demonstragao:

h1
€ ef
h
P
.
afl 3f1 3f1
axi BX. L] ax:i-
1 2 p
3f2 afz afz
axi axi LI I axi
1 2 p
of 5f 5
P P
axi 9X. S Sas axi
1 2 p
df , entao:
x
P P Bfr i
= ¢f sglrgl[cof( — Yh -] =3
8 s
h1 hl
= (det M)I| . = MM .
h h
J | P L

PXp

(*)
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onde I = matriz identidade p x p e

M = cof (M%)

Entao:
B 0
0
Bfl of of
cof(—a—x;—)h1+cof( Bxi )h2+...+ cof(—-—E—axi )hP
1 2 1
. hl Bfl . 8f2 of
M.M . = tf | cof( T )h1+cof(—ﬁ-:—)h2+...+ COf(-_-P—axi )hp
: ) o) 2
h L]
p .
of, 2£, af
cof (—g}r—)hl'i'cof (T)h2+. et cof (_P-Bx. )hp
i i i
P _P P
0
0

(as linhas de Indice k, com k # is sao nulas).

Lema 3.5:
Seja N(x) definida por:

L 2
N = 53, D e

Suponha que N(x) satisfaca as hipoteses

(CZr) = (d2r )
o
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Dada h(x) uma fungao de classe C , com h(x) ¢ mﬁCn R

L = r+i(r-r_+1)+1. Entao:
. _h(x)d(x) i
e (x) e de classe C, (onde
d(x) = dj(x) para qualquer j = 1,...,L.)

Prova:
s

como  |a(x)| = [a (m)| = N(x)) 2, temos:

|e(x)| < |h(x)][-f2 < C|x|r+i(r-ro+1)+1-r
IN(x)]

'+ €(x) e continua para ¥ i 2 0,

1
Para provar que «€(x) € C°, observemos que:

2B (x)d(x) h(x) —29L0) B(x)d (1) =2
X, 9xX. X,
de (x) - i + 5| - A
i 2
axJ N(x) N(x) IN(x) ]
. L ad
AN i _ de (x)
Como — 2 iéldi(x) ~5x. . Sesue~se que —==
J J
¢ uma combinacao linear de funcoes da forma H(xlg(x) , on
N (x)

de H ¢ mﬁ s £ o= r+i(rer +1)+1+(r_-1) e [D(x)| = ¢|N(x)

Mais precisamente, D(x) = ra,.d.d.,.
13 1]
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Como H(x%D(x) C -l%%:;: ’ segue—-se que
N" (%) |
<2elx) e continua para i 2 1,
9X .
J
Por indugao: Dada e(x) = H(x)D (%) , onde
o
N (x)

H(x) € mﬁCn ’ L= [r+i(r-ro+1)+1] + (a—l)(ro—l) y 1L 2a-1 e

a . - . A . s
D(x) = p (di)’ 1sto e, um polinomio de grau o nas variaveis

d, , 1=1,,.,L,.

(i) ax, X, X
Entao: = 2 a J - B . hl
b} NT (%) NT (%)
g m=a H.D
portanto, uma combinag¢ao linear de termos da forma ey
N (x)
onde H € mEC L= r+i(r-r +1)+1+a(r -1) e D(x) = pu+1(d.).
nn’ o ) i il
com iza
H.D || k
Logo: n = '—T——*S C[x|
Nd"‘].(x) |N|(0L+l),2
onde k 2 r + a(r—ro+1) + 1 + a(ro-l) - (a+l)r = 1 ou seja,

de (x)

90X .
J

= . =
e continua, o que completa a demonstragao.
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Usando os Lemas 3.4 e 3.5, & possivel obter uma melhor

estimativa para o grau de Cl-G-determinagio.

Proposigao 3.6:

seja £ : (R™,0) ~ (RP,0) tal que No(f) satisfaz as

condigoes (c, ) e (d

2r 2r ) s
o

Entao:

(a) £ & r+i(r-ro+1)-Cl-G—determinado, i21,

(b) Deformagoes pequenas de f de grau =2 r+l sao c®-6-
-triviais,
Prova:
. ol . .
Seja g tal que j g =3jf, £ = r+1(r—r°+1).
Para o caminho F(t,x) = (t,ft(x)), onde
£,(x) = £(x) + t(g(x)-f(x)) estao satisfeitas as condigoes:

3 * * r+2 .
(i) ft(mp)Cn = f (mp)Cn + m Cn para todo t, 1i

\%
'—I

. s _ r+l
(ii) IR(ft) = IR(f) *om Cn, ¥t,

Portanto,

NG(ft) + at(x) = NG(f) onde e € y  ¥t.

Ou seja

2r+2
No(£) 2 No(£) - C |x]

. 2
e Ng(E) 2 clx|°F
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Seja h(x) = g(x) - f(x).

L
= ~J J
Entao: NR(ft(x))h(x) = JE dft(*Mt(det Mt)h(x))

1

onde J enumera os possiveis menores p x p de d(ft%< e

.3 P P [ Bf . .
* = T ———— L] .
Mth sglrgl cof 3“i hr axi , como no Lema 3
8 s
Alem disso:
P *
No(£EB(x) = .z, (£).h(x) |F (v,)

L *ﬂi(det M) h (x)
) X = 1 ;
Seja e(t,x) JE1 NG(ft(X)) (G R ou K)
P (ft)ih(X)
e nlt,x,y) = .L (G=C ouk

i21 TN (E (X)) Yi

Do Lema 3.5, obtemos que € e n sao diferenciaveis
de classe Ci.

Portanto, integrando (e(x,t),1) (quando G = R) obte
mos uma R-equivalencia entre f e g; integrando,
(x,n(x,y,t),l)'(com G =C), obtemos uma C-equivalencia. De
(e(x,t),n(x,y,t),1), podemos obter a K-equivalencia de f e g.

Isto prova a parte (a).

Para provar a parte (b) basta observar que se i = 0,

r+ - o - -
f-g € mn 16f, e se g e suficientemente proximo de f, g tam

bem satisfaz (c2r)'
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Observacao 3,7:

Se p =1, G =R, a Proposigao 3.6 reduz-se ao Teo-
rema de Takens [29], que fornece a melhor estimativa possivel

para as hipoteses consideradas,

Observacao 3.8:

E possivel melhorar o resultado anterior, fazendo hi-
poteses sobre o corank de f e usando a ordem de M para di-
minuir a ordem de g-f,

Seja f : (R%,0) > (RP,0) um germe de aplicagao C

de corank %k, Entao f tem a forma normal.

u, = x i=1,...,p"k
(*)

] = 1,|co’ko

= fj(xl""’xp-k'xp—k+1""'xn) 3

Up-k+j
R A .
Seja s = max{ls|f__.l € mo 3= lyees,kl,

Caso 1:

G = R, Suponhamos que Ip(£) e eliptico,

Entao, temos a seguinte:

Proposicao 3.9:

Se f satisfaz (c2r) e (erO)’ entao f e
L = r+i(r-r°+1)-(s—1)(k—l)-Cl-R-determinada.
Observemos que (s-1)(k-1) 2 1, se k > 1, ou seja, o resul-

tado da Proposigao 3.9 & um refinamento dos anteriores se k > 1,
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Prova:

A prova segue como na Proposigao 3.6, bastando apenas
observar que

*f«i(detmi)h(x)
1 NG(ft(x))

L
- il ¢ (57D (k=1
= t n

e(t,x) = 3

A Proposigao e exemplo seguintes mostram que as esti-
mativas obtidas na Proposigao 3.9 sao mais precisas do que as

obtidas em [21], em casos significativos.

Proposicao 3,10:

Seja f : (Rn,O) - (Rp,O) como em (*) (p. 74) de
corank k. Suponhamos que cada fj e homogenea de grau rj,
j = l"..’k‘

Se Ip(f) & eliptico,. f & (r+i=-1)-C*-R-determinada,

onde ¥ = max r..
1sjsk J
Prova:
u, = X,
i i

= fj(xl,...,x j = 1,004,k

up—k+j pfk’xp-k+1""’xn)

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que

< s < <
2 r1 r2 i rk.

Entao cada menor p X p de dfx e homoéEneo’ de grau:
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~

Os elementos de M sao menores (p-1l)x(p-1) de dfx’

que sao homogeéneos, com o gréu dependendo da linha omitida. O

A

menor grau de M e, portanto:

k-1
L (771
Logo a ordem de Cl—R—determinagao de f e
k-1 k k-1
r+1(r—r0+1) - i_Z__l(ri—l) = igl(ri—l) + i - igl(ri-l) = rk-l+1 = r=1+i,

O resultado da Proposicao anterior e exato.

Exemplo 3.11:

r r
u(x,y) = x -y, r par

v(x,y) = xy
L

Pela Proposicao 3.10, f é(r+i—1)—Cl—R—determinado.
O resultado de D. Lefebvre e M,T. Pourprix em [21] es

tabelece que: Se f satisfaz a hipotese:

Hr) Existe um real r, r 2 1, constantes o > 0, c > 0

e uma vizinhanga V da origem de R"  tal que para todo x de

Voo {x||[£x)|] < allx||F}, df(x) admite uma segao S(x) com
[[s(x)|] s C/||x|]r--1 e se s € o menor inteiro s tal que
d®£(0) # 0.

Entao f e k—C;—K—determinada, onde kzrﬁlr-s{H)-L
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r-1 r-1
rx -ry
Logo, no exemplo considerado, df =
y X
r-1 ’
X ry
-1 1
S(x) = df = _ [
r(xr+yr) -y rxr 1 J
. C
c sl s —
l(x9Y)|
sg = 2 e obtem-se que f e r—1+i(r-l)-Cl-K-determinado.
Caso 2: G = C
Vamos assumir que Ip(f) & eliptico,
Se f e como em (*) (p.74) , de corank k, consideremos:

* 2 2 8,2 s 2
Nc(f) (fl) + aae o+ (fk) + (ul) +°"+ﬁb'k)
* -
Claramente, Nc(f) satisfaz uma condigao de Lojasiewicz, que

indicaremos por (c

’ * 2s . -
Neste caso, NC(f) € mn y 1lsto e, s = L

Com estas hipoteses, temos:

Proposicao 3,12:

f e (r+i(r—s+1)-1)—C1—C-determinada.

Prova:

Como antes, seja: h(u,x) = g(u,x) - f(u,x),
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onde u = (ul,...,up ) indica as primeiras p-k-variaveis,

-~k

x = (xp-k+1’xp—k+2"'°’xn) e g(u,x) = f(u,x) + th(u,x), com

h(u,x) ¢ mﬁe £ = r+i(r—-s+1).

f,
Podemos escrever:

* k * Pk x g
Nc(f)h(u,X) = iglf(ft)ih(u,X)]F (yi) + jgl(uj)h(u,X)F (uj)

Seja n (RHXRPXR,O) > (RHXRPXR,O), campo de vetores

definido por:
k Pk < %
2, (f ). h(u,x)y. LI, (W) h(x,u)u;
=1 =1
n(t,u,x,y) = —= £ - w4k d- L =
NC(ft) NC(ft)

= nl(t,u.X.y) + n, (t,u,%,y).

Do Lema 3.5, obtemos imediatamente que N,y e de clas

i-1

i
se C , enquanto que € C

N1
Entretanto, podemos modificar nl para obter um cam-

i ~
po de vetores de classe C , wusando a fungao p construida no

Lema 2.10,

Observacao 3.13:

0 uso do Lema 2.10 na Proposigao acima possibilitou a
obtencao de uma Ci-C-estimativa que e exata, por exemplosno ca
so homogeneo. Esta modificagao nao aparece em [ 1] ou [21].

D. Lefebvre e M.T. Pourprix em [21], tem uma definicao
de Ci-K-equivaléncia que e, segundo nossa definicao, uma

(c*-R)(c* " -c)-equivalsncia.
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Proposigao 3.14:

Seja f : (Rn,O) > (Rp,O) da forma:

u., = u, i=1,...,pk.

<
[}

fj (x,ui) onde fj sao homogeneas de grau rj.

Se IC(f) e eliptico, entao f @& (r+i—1)—Cl—C-de-

terminada (i 2 1), r = max rj.

Prova:

Suponhamos, sem perda de generalidade que

r2...rk e Rm = 7 ri
i#m

0 controle conveniente e dado por:

2R1 2R2 2Rk

+(f2) +...+(fk) +(u1)2R+...+(u 2R

)

*% B
No (£) = (£)) s

O resto da prova e exatamente como na Proposicgao 3.12,

r+i ~
bastando observar que se h(x,u) € m Cn’ a fungao

2R Rm
(fm) i fm Rm—l
e h(x,u) = ™ fm hfm
N (£) No (£)
g M
e da forma ——;%—w—-gf » onde g € mZC )
N TCE) m nn

£ =[r (R ~1)+r+i] = R-r +r +i 2 R+i
m m m k
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R

f m

m - i-1
Do Lema 3.5, obtemos que = g e de classe C i

Nao (£)

O resto do argumento e novamente obtido atraves do Le-

ma 2.10,

Novamente estamos considerando f como em *, germe de

aplicagao de corank > 1, u
. _ -0 . = )
Seja r o= max{)Lo|di € m_ Cn’ j i,¢0.,L.}, onde di

indica det Mi’ como anteriormente.

23
8 = max {/5|fj € mnCn, Jj =1,.e.,k},

Se IK(f) e um ideal eliptico, existem constantes o>0,

r>0 tais que:

Kk 2 2 2, 0.2 Yo,2. , 5% 2 80,2
=@ @) e @D D (£ D O 2P (e [

E claro que r 2 st e r_ 2 k(s-1)

Nestas condigoes & possivel obter um resultado, que en

volve varias variaveis, mas apresenta uma boa estimativa.

Proposicao 3,15:

Seja £ § + i(% =t *1) = (k-1)(s-1)

) ; + i - g+ 1) -1
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-

~ 1 . - .
Entao f e £-C -K-determinado onde £ & o menor in-

v

teiro tal que £

max{ﬂl,ﬂz}.

Prova:

Z+1
f+h , com h € mo T8 L =z max{ﬂl,ﬂz} e

F(t,x) = (t,ft(x)), onde ft(x) = f(x) + th(x).

Seja g

Consideremos:

L 2.8 . 2r0
[igl(di) h(x)] + [jgl(ft)j h(x)] =

L 2g~1 k 2r0—1 "
= ;L;(d;7 D .ef(Mh(x)) + 121 (EL) Fo(y;)h(x)
onde, como antes: M, € um menor p X p de dft(x), di= detMi

e M, = cof(MF).
i 1

(Por simplicidade, omitimos as variaveis u.

5 i =1,...,n-k).

~ i . -~
Os campos de vetores que darao a C -K-equivalencia en

tre f e g, podem ser definidos por:

12813

L ; Mih(x)
e(x,t) = I, N
¢ (£
= 2r -1
o)
ko (£), F (y.)h(x)
= J 1
n(x,y,t) = .2, *
Ny (ft)
Para mostrar que ¢ & de classe C° s e n de clas-
se ¢! , @& suficiente observar que:
% %
gradNK 1
* % | = C | |A >
NK X
onde X = max{Xi,,\,} com A, = X - ¢ +1 e A, W s - s+1
1°72°° 1 s o) 2 r ?

e proceder por inducgao, assim como na prova do Lema 3.5. Final-
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mente, modifica-se n , com auxilio do Lema 2.10, para obter um
i
campo de classe C
Novamente, o resultado anterior & exato para germes ho-

mogeneos.

Com as modificagoes ja usadas anteriormente, podemos ob

ter:
Proposicao 3.16:
Seja f como em (%) (p. 74), de corank k, com
(fj)’ j=1,...,k homogeneas de grau 2 < r s ,,. s r, = r. Se

IK(f) ¢ eliptico, f & (r+i-1)-C'-K-determinada.

Os exemplos 2.21 e 2.22 podem ser obtidos da Proposigao



CAPTTULO 1V
PROPRIEDADE D0 ESPACO TANGENTE A A-JRBITA

§ 4.1, Introdugao

As propriedades estudadas neste capitulo podem ser de
nominadas condigoes de uniformidade (ver [ 91), Sao condigoes
suficientes para que propriedades do espago tangente a A-orbi
ta de um germe f sejam tambem verdadeiras para tgA, para to
do g <com o mesmo r-jato que f,

Consideremos, por exemplo, o germe f : (RZ,O)—*(RZ,O)
definido por: f(x,y) = (x2+y3,x3+y2). No Capitulo V (Exemplo
5.5) mostraremos que a A-Orbita de f ¢ aberta na K-orbita

de f isto e:

%
* .
(*) tf(mzez) + wf(mzez) tf(mzez) + f (m2)ef
le i f + f* = m2
Alem disso, t (mzez) (m2)6f = mzef.

Pelo Corolario 2.4, f e 2-K-determinado,

Apesar da propriedade (*), f nao e 2-determinado
com respeito ao grupo A, Do ponto de vista considerado neste
capitulo, isto o6corre porque a propriedade "TfA e um Cn_deE
lo" nao e preservada por todo g com o mesmo 3-jato que f,

Terence Gaffney em [11], foi quem primeiro sugeriu que
a ordem de A-determinacao de um germe f tem alguma relagao
com a K-estrutura. Du Plessis, em [ 8], obteve estimativas

-

para o grau de A-determinagao, fazendo hipoteses sobre Cn-mg

dulos contidos no A=-espacgo tangente,

Os resultados deste capitulo sao inspirados no traba-

83
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lho de Du Plessis e surgiram da tentativa de obter para o grupo
A, um resultado analogo ao da Proposigao 2.5.
No § 4.4 & feita uma aplicagao dos resultados obtidos

a um problema de C°-A-trivialidade.

§ 4.2, Condigoes de uniformidade

Consideremos os grupos A[k] e K[k] definidos no Ca
pitulo I (Definigoes 1.32 e 1.33).
Se f @& finitamente determinado, a igualdade entre os

espagos tangentes:

k k _ k * Kk
tf(mnen) + wf(mpep) = tf(mnen) + f (mp)ef

. . 3 _" [3 - . 0 e
significa que a A[k] orbita de f e aberta em K[k] u se
ja, qualquer caminho K[k]—trivial F(t,x) = (t,?(t,x)) com
?(O,X) = f(x), e tambem A[k]—frivial, para t suficientemen

te pequeno,
As proposigoes 4.1 e 4.2 abaixo dao condigbes sufi
cientes para que a propriedade: "A[k](f) € aberta em K[k](fY',

seja preservada por deformagoes.

Proposicao 4.1:

Seja f : (Rn,O) > (RP,O)-A-finitamente determinado e
tal que:

k k k * k
= *
tf(mnen) + wf(mpep) tf(mnen) + f (mp)ef (*)

Seja F(t,x) = (t,f(t,x)), F(0,x) = £(x).
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m o
n ft

k *
t:ft(mnen) + ft(m

Se dim

e constante, entao
R k )

) e
P ft

ft satisfaz (*) para todo t suficientemente pequeno,.

Prova:
dim mnef = dimR mnef
R k k k * K
tf(mnen) + wf(mpep) tf(mnen) + f (mp)ef
mnef mnef
nen e S ding e
R
tft(mnen) + ft(mp)eft tft(mnen)+ wft(mpep)

Por outro lado, para toda deformagEo de £, wvale:

m e
£ n f

-2 dimR

mne +

dimR
k k k k
tf
tf(mne ) + wf(mpep) t(m 8 )+ wft(mpep)

. as igualdades se verificam.

Proposigao 4.2:
g n P
Seja £.: (R ,0) » (R*,0) tal que:

-1 1

. k k- - -
(i) tf(mn en) + wf(mp ep) e um Cn_modulo.

e

. k k r
+ =l
(11) tf(m 6 ) Wf(m G ) m ef
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Entao qualquer deformacao g de f com g-f €

mr—k+2e

N ¢ tem as propriedades (i) e (ii).

Nesta proposigao procuramos obter um resultado analogo
ao da Proposigao 2.5.

Quando k =1, temos o seguinte corolario:

Corolario 4.3:

Se [ & infinitesimalmente estavel isto é:9f=th%Q+Wf(0p)

o r 3 e e A= . i -
e tf(mnen) + wf(mpep) & mnef, entao f e r determi
nado.
O resultado contido no Corolario 4,3, tambem pode ser

obtido da:

proposicao 3.8 (Du Plessis [ 8 1)

Seja f : (R™,0) - (RP,0)

Se:

e um Cn—madu1o tal que:

s
c
D tf(en) + wf(ep) + mnsf

] * s+1
C
mo9 . tf(m 6 ) + £ (m )D + m 0

Entao f e s-A-determinado.

As hipoteses da Proposigao 4.2 sao mais restritivas do
que as da Proposigao 3.8 de Du Plessis.

Quando k = 2, a hipotese (i) diz que a A-orbita de
f & aberta na K-orbita de f.

Com a hipotese (ii):

tf(mze )+ f*(mz)e > m 8
nn p’ f - £’
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obtemos que f & r-l-A-determinado.

(iii)

Prova da Proposigao 4.2:

Seja g tal que jr_k+1g(0) = jr-k+1f(0)

Entao
k=1 k-1 T _
tg(mn en) + wg(mp ep) + mneg

1 1

k- k-
tf(mn en) + wf(mp ep)

Da hipotese (i), segue-se que o lado esquerdo da igual

dade (iii) e um Cn-madulo.

e tambem

(iv)

mos:

(v)

Logo,

* k-1 k *
tg(g (mdm =76 ) + welme ) + g <mp)m§eg

um C -modulo.
n

Por outro lado, da hipotese (ii) aplicada a g, obte-

+1

k k r k k r
+ = o]
tg(mnen) + wg(mpep) m eg tf(mnen) + wf(mpep) mnef

~ *
A igualdade (v) nao se altera se adicionarmos g @%)mz

a ambos os membros.

Logo:

k k * T r+l
+ >
tg(mne ) + wg(mpep) + g (mp)mn m eg mneg

Podemos aplicar o Lema de Nakayama ao Cn-m5dulo fini-

tamente gerado:

k k * r r+l
tg(m © + wg(m 0 + mme +m 6
g(m_ n) g( 5 p) g ( p) e £ o
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e a seu Cn-subm5dulo
k k * r
tg(mnen) + wg(mpep) + g (mp)mneg,

para obter:

k k * r r
tg(m_o + me_ ) + m ) m_ & 2> m_o
g(m_6 ) wg( : p) g ( p) nfg 2 M0,

Seja:
k k T
- tg(mnen) + wg(mpep) + mneg
k k 2r-k+1
tg(mnen) + wg(mpep) *mo eg
Entao:
dim T E = 0.
m )E
g ( p)

= * -
Logo, pelo Teorema de Malgrange E e um g (Cp)-mo-
dulo finitamente gerado.

Do Lema de Nakayama, obtemos entao:

2r-'k+1e 5> ml

k k
+
tg(mnen) + wg(mpep) m_ g = My

0 resultado segue do Corolario 1.23, 1isto e:

k.. k 5
tg(mnen) + wg(mpep) > mneg
Para mostrar que (i) tambem se verifica para g, bas

ta observar que:

-1

k k-1 r k-1 k-1
tg(mn en)+wg(mp ep)_+mneg tf(mﬁ en) + wf(mp ep)

k-1 k=l o
e tg(mn en) + wg(mp ep) 2 mneg

ou seja, e tambem um Cy-modulo.
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f
—_—

4.3, 0 Caso p

Quando p = 1, a caracterizagao da propriedade "A[k](f) aberta

em K[k](f)" e simples:

Proposicao 4.3:

Se f € m2 e
n

of of k k of of k k 2k sk
<8x preany ax >mn+(f)=<ax geeay ax smn+R{f ’f ,clo’f ’l.l’}
1 n 1 n
Existem duas possibilidades:
k af 9 f k
R A L
1 n
isto e, R[k](f) e aberta em A[k](f)'
k of 9 f k
C
(2) £m <axl R e ot
(em particular R[k+1] e aberta em A[k+1]'
A reciproca e evidentemente verdadeira,
Prova:
n .
Por hipotese x.fk(x) = .I —ii—-e. + I ulfkm(x)
i i=1l 9x, 7]
j mz1
para 1 = 1,2,...,n,

Logo,

(1) Ou 3 i para o qual a expressao acima se verifica
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Neste caso:

) (c14x, - £ oleRTD oy 2E 0 R,k
i m ax ax
m>1 1 n
. k of o f k
ou seja f (x) € <« Bxl 5 o amedmy —-5~—’-{-—~—>mn
k Y - i_km
(2) Ou, ¥i, xif (x) = jél P eJ + m§2 mf (x)

fk(m?l)(x))

Como f € mi , (x. - ¢ i = 1l,0i0uyn,

mz2

constitui um sistema de geradores de m. .

k 9 f o f k

Logo, f m_ < CrE e M
1 n
Exemplo 4.4:
2 m m m
- 2
Dado f(xl,...,xn) A(xlxz...xn) +x1+x2+...+xn, m 2n + 1
. ot 5 f
SeJa If - < ax 9 e 8 0 g ax
L n
K.Krammer em [16], provou que f" ¢ Iy e fn_l?flf,
para todo A # 0,

E claro que se A = 0,
R(xT + ., + X:) e aberta em K(xT + ... 4+ x:).

Logo, a propriedade A[k](f) aberta em K[k](f)

nao e preservada por pequenas deformagdes.
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(o]
§ 4.4, Um Resultado de C -A-trivialidade

0 Lema 4.5 abaixo e tambem um resultado de uniformida

de e generaliza o Lema 3.5 de Du Plessis:

Lema 4.5:

Seja f : (Rn,O) - (RP,O) tal que
k k r
% >
(*) tf(mnen) + wf(mpep) mnef

.2r—k+1
J

Existe uma vizinhanga U de f(0) mno conjunto

dos 2r-k+1-jatos com o mesmo r-k-jato que f, tal que todo ger

.2r-k+1
]

me g com g(0) € U, tambem satisfaz (%),

Alem disso, para qualquer caminho:

~

F(t,x) = (t,?(t,x)) tal que f(0,x) = £(x) e

T r-k+1
ft foemlmn WF’ temos:
k k r
tF(man+1) o wF(mpr+l) 2m Yo para |t| < e.
Corolario 4.6:
r ~
2 i -

Se tf(mnen) + wf(mpep) mnef ’ deformagoes peque

nas" de f, de ordem 2 r sao A-equivalentes a f.

Prova do Lema 4.5:

. T

Seja g tal que jr—kg(O) = j -kf(O)

Entao

k k r, _ k k
(%%) tg(mnen) + wg(mpep) + mneg = tf(mnen) + wf(mpep)
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m;ef
Agora, se L = dimR TETS , podemos definir:
m 6
n £
m-o
L n g )
Bg R T da seguinte forma:
n eg

Bg(al""’aL) = ;ai[tg(ei) + wg(ni)], onde

i
e. € ms e 1, € m<e sav tais que
i n o i PP
m. 0
{t£(e;) + wi(n,)} formam uma base para WESITIR
n f

A expressao (**) garante que o homomorfismo Bg esta
bem definido,
Alem disso, como B & um isomorfismo, existe uma vi

f
.2r=-k+1
J

zinhanga U de f(0) no conjunto dos 2r-k+l-jatos com

o mesmo r-k-jato que f tal que Bg—também e isomorfismo, pa

ra todo germe g tal que j_r-k+1g(0) € U,
Portanto,
k k 2r-k+1 r
+ + B
tg(mnen) wg(mpep) m_ eg 2 mneg

Do Corolario 1.23 , segue-se que:

k k 5 o F
tg(mnen) + wg(mpep) & mneg

Observemos que ficou provado que:

k k k k
+ =
tg(mnen) wg(mpep) tf(mnen) + wf(mpep)

para g suficientemente proximo de f, desde que jr_kg =jr_kf'
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da segunda parte do lema, conside

remos

F(t,x) (t,?(t,x)) tal que ¥t tem o mesmo r-k-ja
to que fo = f,

Observemos que:

r = T c k k x
mnwF moc + tmnWF__ tf(mnen) + wf(mpep) + tmn‘ilF
r - k k r i
m Yo _'tF(mnwn+1) + wF(mpwp+l) + tmn\vF (1)
k k T
. ) tF(man+1) + wF(mpr+1) + mnWF
Agora, seja E = % X
tF(m ¥ ) + wF(mpr+1)
e * odul
E e um F (Cp+l) modulo e
k k k k. T
+m_ ¥
e & tF(man+1) + wF(mpYP+1) + (t)[tF(mnwn+1)+wFSprp+l) m Yol .
k k
tF(m ¥ _,,) + wF (mpwp+1)
* -

Se E for finitamente gerado como F (Cp+1)-modu10,
poderemos aplicar o Lema de Nakayama para obter E = 0, ou se
ja:

r c k k
mnWF tF(man+1) + wF(mpr+1)

O objetivo agora e demonstrar que E

* .
rado como F (Cp+1)-modulo.

k
tF(mn‘lfn+

e finitamente ge

T
1) * mnWF

Seja E' =

tF(mkw
nn

+1)
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E' & um Cn+1-m6dulo finitamente gerado,
O Teorema de Preparacao de Malgrange diz que E' & fi
) * - . E'
nitamente gerado como F (C )-modulo <=> dlmR <o,
p+l F(m_ B
p+l
De fato, temos:
k r
tF(man+1) + mnWF
k
- ) tF(man+1)
* k * k T
1 + +,
F (mp+l)E tF(man+l) F (mp+1)[tF(mnwn+1) mnWF]
k
tF(man+1)
k r
tF(mnwn+1) + mnwF
: K * K T
+ +
tF(man+1) F (mp+1)[;F(man+l) mnWF]
] _ T k * T
Seja § = m¥. T tF(man+1) + F (mp+1)mn‘l’F i
. . - T+S
de forma que o quociente anterior e = T
r
m-y
Portanto T;S B T 2 s = " *n E - -
+ n
[tF(man+1) F (mp+1)mnWF] mnWF
De (i), segue~se que:
k, * r
+ po]
tF(man+l) F (mp+1)\l'F = mnWF
Logo,
r+k % r 2r
+ >
tF(mn Tn+1) F (mp+1)mn\l/F 2m WF
Por outro 1lado,
r+k * r 5 T
tF(mn anl) F (mp+l)mn\1’F 2 tmn\l’F
Portanto, o denominador de ) contem m° . m'v
’ TnS onte n+l n F’
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m-y
. S < q n F
Logo d1mR ~Tns ° d1mR = = <
n+l n F

- . ) N * -
. E' e finitamente gerado como F (Cp+1)-modulo.
= - - * -
E claro que E tambem e um F (Cp+1)—modulo finitamen-

te gerado e o resultado segue,.

0 seguinte corolario da prova do Lema 4.5 & mais apli-

cavel:
Corolario 4.7:
Seja f : (Rn,O) - (RP,O) tal que
k k' r
* > 'og
(*) tf(mnen) + wf(mp ep) El mnef k k
Suponha que wg(&) - wf(g§) € mief
-— - '
para todo g tal que jr kg(O) = jr kf(O), ¥ £ € mi ep.
Entao existe uma vizinhanga U de j2r_k+1f(0) no con

junto dos 2r-k+l-jatos com o mesmo r-k-jato que f, tal que to-

2r-k+1
J

do germe g com g(0) € U, tambem satisfaz (%),

Vale tambem o resultado analogo para caminho.

Definicao 4.8:

0 grupo CK-A consiste de pares (h,k) de germes de di
feomorfismos de classe CK(K 2 1) , h: (Rn,0)+(Rn,O) e k:(Rp,0)+(Rp,0)
ou homeomorfismos quando £ = 0.

Um projeto que surge naturalmente e a procura de resul-

. - £
tados analogos aos obtidos no Capitulo II, para o grupo C -A.
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No caso £ = 0, & possivel enunciar um resultado que
se aplica a alguns exemplos nao contidos nos resultados de Damon
([5],06]), e que nao utiliza explicitamente a hipdtese de quase

-homogeneidade dos germes envolvidos:

Lema 4.9: Seja f : (Rn,O) - (RP,O), P 22 um germe

que satisfaz as hipoteses H?, Hg e Hg abaixo:
) k k' 5 T ' <
(Hl) tf(mnen) + wf(mp 6p) > mnef , k' sk

wg(f) - wf(g) € m;eg para todo g tal que

= . 1
iTTRg(0) = 5TTKe(0), W e e

o x £ k-1
c =< < LI,
(HZ) f (mp)ef som Gf para algum 1 L k'-1 e tal que
L(r-k+1) 2 k-1
(Hg) Seja p(f(x)) = ]f(x)|£. Entao existem constantes a > O,

B > 0 e uma vizinhanga V da origem do Rn, de modo que:

NR(f) = izl(det Mi)2 2 B‘x|2m, para todo x € V n {x|o(f) < a|x|k_1},

com m = [p(-—Eil = 1)], maior inteiro menor ou igual 4 pGE%L—- 1
Entao:

(i) deformagoes pequenas de f de ordem 2 r-k+1l sao C°-A-triviais.
(ii) Se para algum s 2 r-k+l, as hipoteses (Hi), (HZ)'e (Hg) se
verificam para todo g com o mesmo s-jato que f, entao f e
s-C°-A-determinado.

Prova:

Em (H?) temos as hipoteses do Corolario 4.7,

.~ k k' r
: + W 8 . S
Portanto a condigao tg(mnen) wg(mp p) 2om . se
verifica para todo g suficientemente proximo de f e tal que

iTTRg0) = 5T Ke (o).

* -
De (Hg): f (mﬁ)ef < mi 16f , £{(r-k+1) 2 k-1, obtemos:
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k k' o T-k+l % £
tf(mnen) + wf(mp ep) > mn f (mp)ef

Com estas condigoes, segue-se que para todo caminho:

F(x,t) = (?(x,t),t); onde ;(x,t) = f(x) + th(x),

com h(x) ¢ m;_k+lef t suficientemente pequeno tem-se:
= k
(*) h(x)p (F) = tF(E(x,t)) + n(F(x,t)), & € m¥
kl’
ne My Yol

A equacao (*) possibilita a construcao dos campos de

vetores. Observemos que o campo W em (RPXR,OXO) definido por:

I w(y,t)
wa,c)

Logo, & integravel.

n(y,t) /o Cy)

0 satisfaz a lw(y,t)l s clyl|

E preciso, no entanto, garantir a integrabilidade do
campo v(x,t) de (RnXR,OXO).
A hipotese (Hg) tem esta finalidade.

Do Lema 3.4 temos:

det M, = tF(vy(x,t)), com Yy € m_"Y y

- 1) (k-1
com r_ = C(p-1)( 7 1)17].

Portanto,

m+r +(r-k+1)
mn © \yn+1

h(x)NR(}(x,t)) = tF(y(x,t)), com Yy €

As hiﬁGteses sobre k,f , garantem que (Hg) se verifi-
ca tambem para ¥(x,t), com t suficientemente pequeno. Ou se-
ja: existem constantes positivas que ainda denotaremos por a e B,
tais que:

Se p(z(x,t)) < a lxlk_l , entao:

NR(E(x,t)) 2 B|x|2m para t € (-e,e).
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O argumento final utiliza uma conveniente particao da
. . ~ 3 - n
unidade para a obtengao de um campo integravel em (R XxR,0x0), a

partir das equagoes (*) e (*%)
Seja M = (V x I) - (0 x I) onde I = (-g,e).

Consideremos:

Fio= ({(x,t) [E(x,t) = 0} = (0 x R)) n M
e
- % . k-1
F, = {(x,t) [p(£(x,t)) 2 a]x] } noM
F, e T, sao fechados disjuntos de M,
Sejam,
~ k-1
Ay = LG, [p(EGx, 1)) < ap[x]“77) non
e
Ay = (0,E) [0 (F(x,8)) < ay|x|*71) n u
com [s3

M = (VxI) - (OxI)
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Consideremos p(x) = pl(x) + pz(x) uma partigao da u-
nidade subordinada a cobertura {AZ,(Kl)c}.

Qu seja:

pl(x,t) =1 se (x,t) € F1
py(x,t) = 0 se (x,t) ¢ A;
) o
.
p2(x,t) =1 se (x,t) € F2

m
>

I-pz(x,t) =0 se (x,t) 1

Da equagao (*), seja:

P
vz(x,t) = ij’t) se (x,t) € F;
p (f(x,t))
$
Vz(x,t) =0 se (x,t) € F1
LS
De (**), definimos:
v.(x,t) = LlE k) se (x,t) € Fo
17 NR(f) ) 2
Vl(x,t) =0 em F2

Todas as fungoes definidas podém ser extendidas de mo-
do a se anularem em O x I.
Entao, seja Vv campo em (RnXR,OXO), definido por:

V(X,t) = pl(x’t)vl(x’t) + OZ(X,t)VZ(X,t)

v(0,t) = 0.



100

E facil ver que v(x,t) & continuo e |v(x,t)| Sclx

Como no Teorema 2.11, podemos utilizar o resultado de
Kuo [18], sobre campos que satisfazem a uma condigao de
Lipschitz ao longo de uma séluggo, para mostrar que v(x,t) e
integravel. ’

Alem disso, tem-se obviamente:

h(x) = tF(v(x,t)) + w(F(x,t))

Com as integrais de v e w, construimos os germes de

homeomorfismos:

H : (R"xR,0x0) > (R™xR,0x0)

H(x,t) = (h(x,t),t), h(x,0) = x’
K : (RpxR,OXO) - (RPxR,OXO)
K(y,t) = (k(y,t),t) , k(y,0) =y ,

1

tais que: KoFoH (f,idR), o que conclui a demonstragao.

Com uma modificagao nas hipoteses (H;) e (Hg), acredi
tamos ser possivel obter resultados melhores.

E necessario, por exemplo, permitir germes f tais que
rank df(0) # 0.

Este @ um projeto que esperamos desenvolver em breve,

A situagao limite r-k+l = k-1 & interessante,
E facil ver que, neste caso, k' deve ser igual a dois.
Ou seja, temos a seguinte proposicao, que se aplica, por

exemplo, a germes A-finitamente determinados '"genéricos" e

K-equivalentes a um germe homogeneo:



lo,

segue-se

(1)
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Proposicao 4.10:

Seja f : (Rn,O) - (Rp,O) tal que:

2(k=1), o o Koy a2 L ook X k-l
m. b _.tf(mnen) + wf(mpep) tf(mnen) + f (mp)mn 8
Entao deformagoes pequenas de ordem 2 k-1 sao e°-

-A-triviais.

Alem disso, se tf(mk-le ) + wE(m 6 ) @& um C_-modu
n n PP n -

entao:

(ii) £ e (k—l)-Co-A—determinado.

gao (Hg)

temos:

com

com

€

€

Prova:

De,

* = -
tf(mke ) + £ (m )mk 16 2 m2(k l)e
nn P n -

-

que f e (k—l)-Co-K~determinado.

Esta condigcao e suficiente para garantir que a condi
se verifica para todo g com o mesmo (k-1)-jato que f.

De fato, de acordo com os resultados do Capitulo II,

2 (k-1) P
| x| tg(e(x)) + I8, (xIn, (x)
m~6 e n. € mk-le
1 n g
Entao:

= tg(v(x)) + Zgi(X)w(X)

lvix)| = c1|x|,|w(x)| < Cyo
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Ou seja:

k-1 3 ,
| x| s c1|tg||x| * oo, 151[311 » O que prova a afir-

magao.

A segunda parte da proposigcao segue de uma facil modi-

ficagao da Proposigao 4.2,

Exemplo 4.11:

£ : (R2,0) > (RZ,0)
(x,y,2z) - (x2+y2+x3+z3,x2+z2+y3)
E facil ver que:

tf(mze ) + f*(m Im 6 _ = m3e
nn P" n £ n f

e f @& 2-K-determinado,.

Por outro lado, & possivel mostrar que:

3 2 4 S oe* 2
tf(mnen) + wf(mpep) = mnef s £ (mp)mnef

-

(Du Plessis [8] , exemplo 3.22, mostra que f & 3-A-deter-
minado) .

Da Proposigao 4,10, segue-se que deformagoes peque-
nas de ordem dois ou tres sao C°-A-triviais.

Observemos que:

3
tf(mnen) + wf(mpep) z mnef

€, portanto, 8 deformacavo pequena de ordem trées que nao e A—tpi

vial,
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Além disso, os resultados de Damon ([5],061)) nao se

aplicam porque f nac e A-quase homogeneo, ou seja a parteho

mogenea de f nao & A-finitamente determinado.






CAPITULO V

SOBRE A EXISTENCIA DE A-JRBITAS ABERTAS EM UMA DADA K-ORBITA

§ 5.1. Conddigoes Suficientes ¢ Grau de Determinacgaoc

O problema de classificagao de germes finitamente de-
terminados pode ser colocado sob a seguinte forma: determinaras
classes de A-equivalencia dos germes A-finitamente determina-
dos em uma K-orbita dada.

Este e, evidentemente, um problema dificil, mesmo em
dimensoes baixas e nos casos mais simples. Du Plessis em L 8]
obtem resultados completos apenas quando n =p =2 e
K(f) = K(x,y3) e K(f) = K(x,y4) e as provas destes resulta-
dos sao elaboradas.

Neste Capitulo, propomos um metodo alternmativo, isto e,
procurar em cada K-orbita os germes mais simples. Se uma dada
K-orbita nao possui germes infinitesimalmente estaveis, os ger-
mes mais simples a serem procurados sao aqueles cuja A-Orbita
€ aberta na K-orbita,

Os dois resultados: Teorema 5.1 e Proposigao 5.2 forne
cem condigoes suficientes para que a A-orbita de um germe
f (Rn,O) > (RP,O) seja aberta na K-orbita de £, A proposi
cao 5.3 fornece uma estimativa para o grau de A-determinagao

de f.

Teorema 5.1:

Suponha que f e K-finitamente determinado e

105
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2%

% tem {vl,...,vr} como
tf(en) + f (mp)ef + wf(ep)

e —
fivj tf(mnen) + wf(mpep) s i l,...,p

j =l’l."rl

Entao TfA = TfK , isto e: a A-orbita de f & a

K-orbita de f,

Prova:
ef
Como dimR - = r ento
tf(en) + wf(ep) + f (mp)ef
ef .
SICONE wf(ep) e finitamente gerado, como um f (Cp)—modulo

com geradores {vl,vz,...,vr} (Teorema de Malgrange)., Logo

£

o, = tf(en) + wf(ep) + f*(cp) {Vl""’vr} (1)

% ..
E claro que f (mp)vj c tf(mnen) + wf(mpep) (ii)
De (i) e (ii) obtemos:
ef = tf(Bn) + wf(@p) + R{vl,...,vr} (i1d)

*
Multiplicando (iii) por f (mp), obtemos:

* *x
f (mp)ef c tf(mnen) + wf(mpep) + £ (mp){vl,”.,vr}

De (ii) segue-se que:

*
(e
f (mp)ef tf(mnen) + wf(mpep).



*
(a) £ (mp

e

]
(b) m 8¢

+

tambem um

ter:
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Proposicao 5.2:

Suponhamos que:

S
)ef < tf(mnen) + wf(mpep) + mnef

c tf(mnen) + f*(mﬁ)ef + m§+lef

Entao a A-orbita de f & aberta na K-orbita de f£,
Proyva:

£'(n Yo, S tE(n 0 ) + wEm o ) +nSo, € tE(m o) + wEm s ) +
f*(mé)ef + mi+1ef Sef(m8 ) + f*(mp)ef

Portanto:

2 s+1 *
Yo +m o tf(mnen)+f (mp)ef

*
tf(mnen) + wf(mpep) + f (mp £ o £

Em particular, o lado esquerdo da expressao acima e
C_-modulo.
n

Portanto, podemos aplicar o lema de Nakayama para ob-

2)6

*
tf(mnen) + wf(mpep) + f (mp ¢

*
= tf(mnen) + f (mp)ef.
Agora seja

% 2 *
.- tf(mnen)+wf(mpep)+f (mp)ef i tf(mnen)+f (mp)ef

tf(mnen) tf(mnen)




108

A & um C_-modulo finitamente gerado e di -
n
f (m_)A
P
(pois f @& finitamente K-determinado).
- * -
Pelo Teorema de Malgrange, segue-se que A e um f (Cp)-modulo
finitamente gerado.
tf(mnen) + wf(mpep)

-

*
s B e um f (Cp)—sub-

Seja B = Tfm 8 )
nn

modulo de A. Tem-se B + f*(mp)A = A e do Lema de Nakayama
segue—-se que B = A,

Com uma pequena modificagao da hipotese (b), exigindo
que msef esteja contido num "espago tangente" um pouco menor

e possivel reduzir o grau de determinagao de f para s-1:

Proposicao 5,3:

* s
C
Se f (mp)ef tf(mne ) o+ wf(mpep) + mnef

e

s 2 2 s+1
C
mnef = tf(mnen) + f (mp)ef + mn ef

Entao:

f e s-l-determinado.

Prova:
£a Vad

A proposigao 5.2 implica que tf(mden) + wf(mpep) e um
C_-modulo,
n

Entao:

2 2 _ 2 * 2 s
tf(mnen) + wf(mpep) = tf(mnen) + £ (mp)ef > mnef.
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Com estas hipoteses, a Proposigao 4.2 implica que

2 2 s
tg(mnen) + wg(mpep) 2 mneg para todo g tal que:

js-lg(o) = js-lf(O)u Logo f e s-l-determinado,

Observacgao:

As proposigoes 5.2 e 5.3 sao adaptagoes das Proposi-
goes 3,8 e 3,15 de Du Plessis [ 8] para o caso especifico
em que a A-orbita de f e aberta na K-orbita de f. Veja tam
bem a Proposigao 2,16 de Gaffney [1017.

Na Proposigao 3.8, no caso geral, (ver discussaona p.

); Du Plessis obtem que f e s-determinado
Para maior facilidade de comparagao, vamos enunciar a

Proposigao 3,15 [ 81:

"proposicao 3.15 - Du Plessis-[ 8 ]

s = -
< n 2 - .
Se D {tf(en) + wf(ep)] mnen + mnef(s 1) e um Cn modu

lo e se:
s c s+1
mnef tf(mnen) + wf(mpep) + mn ef
e
s+1 2 * s+2
c
mn ei tf(mnen) + f (mP)D + mn ef

Entao f e s-determinado."”
Observe que na Proposigao 5.3, precisamos ter

No entanto, elimi-

* s
= c
D f (mp)ef tf(mnen) + wf(mpep) + mnef.

namos a segunda hipotese de 3.15,

Nas aplicagoes, o corolario seguinte e util,
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Corolario 5.4:

* s
[
Se f (mp)ef tf(mnen) + wf(mpep) + m°9

f
e
mf;eg S tg(m e ) + g*(mﬁ)eg + mi*leg ' vg tal que
js-lg(O) = js-lf(O). Entao, f & s-l-determinado.

Nos exemplos 5.5 e 5,6 abaixo, fica claro como podem
ser aplicados os resultados obtidos para a obtencao de repre-
sentante para uma A-Orbita aberta em uma dada K-o6rbita:0 Teo
rema 5.1 pode ser usado para a obtencao de um candidato q re-
presentante e as ProposigBes 5.2 e 5.3 podem ser usadas para

verificar se o candidato possui a propriedade desejada.

Exemplo 5.5:

Seja fo(x,y) = (xz,yz) o representante da K-orbita
. 2,0
de tipo I 31,9 (segundo Mather [26,1V]).
Enta f 0 £ = m2
ntao t °(m2 2) + 0(m2)efo = mzefo

Logo, pela Proposigao 2.2, f0 e 2-K-determinado.,

Alem disso

6

f
tfo(ez) + Wfo(ez) + fo(mz)efo 0 X
y 0
j f + f *
Seja : 218011 o ta ool o (%),
(f e f sao as fungoes coordenadas de f ),

ol o2
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£ facil mudar coordenadas de modo que (*) se reduza a:

e

x2 + y3 + oa(x,y)

f (x,y) = X a,B € m,C
a 3
yo + ax” + B(x,y)

Temos:

* 2 4
tfa(mzez) + fa(m2)efa > mzefa

Logo, da Proposigao 5.2, e suficiente verificar se a

A-orbita de fa & aberta na K -orbita modulo mgef 5

2x 3y2 4
Como df = e A = xy(mod m,08,. ),
a 2 Zfa
3ax 2y
0 y3
temos apenas que examinar se e
3
X 0
pertencem a Tf A,
a
Temos:
2x2 4 3Y3 4
(L 3 | = 0 (pod Tf A+m26f ) (2) 2 = 0 (mod Tf A+ mzef )
3ax a a 2y a a
2x2+3y3 _ 2x2'+2y3 4
Logo (3) = 0, Alem disso (4) = 0 (mod T, A+m.6. )
32 3.2 £a 2%,
3ax " +2y 3ax +3y 2
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De (3) e (4) vem: (5) =0 ,(5) e (2) = € T, A,
-y 0

€ Tf A, analogamente

3 a

+ . Para todo a # 0, fa tem a propriedade: "A(f) a-

berta em K(f)."

Do Corolario 5.4 concluimos que £, e 3-determinado,

. - . . 2 3 - ]
Ficou tambem mostrado acima que o caminho (t,x +y3,y2+tx ) e tril

vial se t >0, ouse t < 0, Como (x2+y3,y2+x3) Z (x2+y3,y2—x3), a ana-
; . - 2 2 - - - i
lise se completa, isto e, K(x",y") contem uma unica A-orbi-

ta aberta, representada por: (x2+y3,y2+x3).

Exemplo 5,6:

K(xz-yz,xy), Zz’o—singularidade—tipo I, ,.
’

Seja f(x,y) definido por: u(x,y) = xz—y2+x3+y3

v(x,y) Xy

Novamente, vamos ter:
f f . = tf 8 f* G
t (mzez) + W (mzez) tmyb =t (m2 2) + (m2) £
ou seja, a A-orbita de f & aberta na K-orbita,

Os calculos seguem abaixo:

2x+3x2 —2y+3y2
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2 3 2

A= 2x2 + 3x3 + 2y = 3y” = 2(x y2) + 3(x3 - y3)

+

3,2, b Co3, L2 4
Ax = 2x +2xy  (mod m2C2) i X ef = -Xy ef(mod TfA + mzef)
N U B .3 .2 4
Ay = 2x"y+2y~ (mod m2C2) ey = ox yef(mod TfA + mzef)
De

A = 2(x2 + y2) + 3(x3 . y3)
2 3 3 _ 4
e vem: (4% +5x7~y )6f=0 (mod TfA+m26f)

2u = 2x2—2y2+2(x3+y3) (*)

Por outro lado

2x2+3x3 x2 -3/2 x3
tf(x,O) = . ' . = (**)
0 | 0 0
3 3
-x> -y
(*) e (**%) => = 0 (i)
0
-2xy+3xy2 xy2 -x3
De tf(0,x) = =0 e = , obtemos:
x2 0 0
-3x3 4
= 0 (mod TfA + mzef)
2
X
Usando (*) novamente, vem:!
—3x° 0 1253 4
- = € TfA + mzef



114

Além disso:

—12x3 2 -12x3-10x2y 4
+5t£(0,x7) = e T A+ m.o
3 3 3 f 2°f
=5x"+y y
Usando:
2 3
xy -y 4 e .
= (mod TfA + mzef) na expressao acima, temos:
0 0
-12x3+10y3
= 0 (k%%)
3
y 2
3 3
X =y A
(***) e tf(0,xy) implicam € TfA + m26f (ii)
0
3 3
x y 4
De (i) e (ii), vem: € TA+ m.o
0 ? 0 f 2°f

E facil obter os demais termos.
Pode-se verificar que:
2 2 3 3
u = x -~y +x +y u = xz-y2+x3—xy
v = Xy v = Xy

nao sao A-equivalentes., Os mesmos argumentos do exemplo ante-

rior mostram que estas sao as duas A-orbitas abertas de
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2 2
K(x"-y sXY) .
Este exemplo tambem mostra que e possivel termos:

fi g & A(f) e A(g) ambas abertas em K(f), mas f e g nao

A-equivalente. No entanto, se f e g sao germes analiticos

complexos, obtém~se a A-equivalencia entre f e g,
O teorema seguinte tem essencialmente a mesma prova da
da por Mather [26,IV] para germes complexos infinitesimalmente es

taveis:

Teorema S5.7:

Sejam f e g @germes analiticos complexos e K-equi

valentes. Se A(f) e A(g) sao ambas abertas em K(f), entao

~

f e g sao A-equivalentes.

Erova:

mnef
Seja r = dimE = s, E=R ou C,
tf(mnen) + f (mp)ef

. s .
Consideremos em J (n,p), o conjunto:

mnef

tf (mnen) + wf (mpep)

ve = {z € Js(n,p) | dimE

onde f & representante de =z},
A escolha de s e feita de modo "que todo germe de A-

-codimensao = r seja s-l-determinado: basta tomar s = 2k+1, com

k

: L] i 8 1
tf(mnen) + wf(mpep) mnejE (Ver Gaffney [12] ou Du Plessis [ 81])

s - . -
v e uma variedade algebrica e
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s s mnef
U° = {z € v° | d1mE SRR & R r}
n n P P
e um subconjunto Zariski-aberto de V.
Logo Vv° n K35(£) = k%(¥f) e uma variedade algebrica com

u® n Ks(f), conjunto Zariski-aberto de K°(f). Portanto Gf n KS(£))©

& um conjunto algebrico. Se U°n K5(f) # @, [US n KS(£)2C e subvarie

dade algébrica propria de K°(f).

No caso complexo, KS(£) @ conexo, pois K® & conexo e
a agao de K® em J° & holomorfa. Como o complemento de qualquer
subvariedade analitica complexa e fechada & conexo, segue-se que
u® n KS(f) & conexo.

Consideremos agora a particao de K°(f) n U°® em As4hbi
tas. Por hipotese, cada membro da partigao & aberto. Seu comple-
mentar e uma reuniao de abertos; logo, cada AS-Grbita @ tambem
fechada em KS(f) n u%,

Portanto, u® n Ks(f) e constituido de uma unica AS-6£

bita. A hipotese sobre s conclui o teorema.

§ 5.2, Singularidades de tipo !0 5200, A-Gnbitas abertas. Aplicagoes

A proposigao seguinte classifica as A-orbitas abertas

em K(f) onde £ : (RZ,O) - (R2,0) e germe de tipo 21:

Proposicao 5,8:

e r e
A K-orbita de (x,y ) tem A-Oorbita aberta se e somen

te se r S 5, As formas normais sao:
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u=x u=x u=x u=x u=x
(1) (2) (3) (4) (5)
2 3 4 5 3
v=y v=y V=Y +Xy vV=Ey +Xy v=y +Xyixy

Prova:

Usaremos o seguinte resultado:

(Du Plessis [ 8] : Proposigao 4.8: Um germe finitamente determi

nado f : (Rm+1,0) > (Rm+1,0) de rank m pode ser escrito, com

uma conveniente mudanga de coordenadas, sob a forma:

-2
£(x,y) = (x,y" + QXy + .o +Q LY ),
onde x = (xl,...,xm) e Qi(z) (i =1,...,r-2) & um polinomio
em xl,...,xm sem termo constante.

Nao e dificil ver que xy # 0 e uma condigao necessa-
ria para que A(f) seja aberta em K(f).

Portanto, f pode ser escrita como:

u(x,y) = x
f(x,y) =

v(x,y)=y +xy + Qz(x)yz+-v-+Qr_2(x)yr_2 (*)

A expressao acima ainda pode ser colocada na forma:

{ u(x,y) = x
L r-2 r-2

T i 2 2 2 i
= k%
v(x,y) y +xy + iézaix}’ +x Q2 (X)Y + JE_.3X Qj (X)Y ( )

Com a mudanga de coordenadas: y = Y-xQZ(x)Yz, obtemos:
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l B2 i r-2 e
{-v(x L, Y) =Y +xY + gzaixY1 + JZ X Q (x)YJ + R(x Y) com R € miref

Repetindo este processo, podemos eliminar xza.bOYB e

assim sucessivamente.

Portanto (**) e equivalente a:

u(x,y) = x
v(x,y) = yr+xy + r;2a xyi + R(x,y) R € m2re
’ i=2"1 ? i n f
Agora:
1 0
Df =
B r-1 s i-1
y + lZzalY ry + x + i£21aixy
r-2
A(f) = ryr 1 + X + i§2ia Xy 1
Entao:

* r+l r
tf(mzez) + f (m2)ef tm, 6.2 my6.
e
* 2 2r-1 2 r-1 2r-2 2r-2
o]
tf(my6,) + £ (m)6. + m,” 6. 2 <x",xy T,y >0 2 m 6
Uma base para Nf K c:]© . 0 5% 5 :
e
o 2 r=2
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Usando o Teorema 5.1 e a Proposigao 5.2, para encontrar
A-orbitas abertas, e suficiente determinar condigoes sobre a;,

de modo que:

£ 0 € tf(m.6,) + wi(m,8,) + m2T~2g
i 272 272 2 f
i
y
r r-2 i
= = = = < 1 £ -
onde f1 u X f2 v y + Xy + iézaixy e 133 r-2,

Ou, equivalentemente:

Mostrar que

e pertencem a tf(m262)+wf(m262)+m§r_zef
i i
Xy y
i=1,.0.,r=2 r £ j s 2r-3,
Portanto, existem 2r-4 1indeterminadas e as equagoes

entre elas sao:

. r-2
J

tf(O,yJ) = (0,ryJ+r_1 + Xy~ + iéziaixyyrl—1

) 1S3s=2

r-2 ,
££(x,0) = (x,0) = (O,xy + ,E,a.xy")

r-2 :
t£(v,0) = (v,0) = (0,v(y + .E,a.y")

r-2 .
r 1
(0,v) = (0,y + xy + iézaixy )

Portanto, a condicao necessaria para existencia de solu

gao e: r+l 2 2r-4 ou seja r = 5,
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Evidentemente, r = 1,2,3 correspondem aos germes es-

taveis,

(i) Caso r = 4

Seja fa(x,y) = 4 2
vV =y + xy + axy

1 0

y+ay2 4y3+x+2axy

As equagoes sao:

0 0 0
=0 =0 =0
2

4y4+xy+2axy2 4y5.+xy2 Xy+axy

0 0

=0 =0

4 2 5 2

y +xy+axy ¥ +xy

Este sistema tem solugao para todo a, isto o

pertencem a T, A e a
4 5 2 a

A-orbita e aberta no K-orbita, ¥ a.
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0
Como € T, A, ¥a, segue-se que o caminho
2 a
Xy
F(a,x,y) = (a,fa(x,y) e trivial,
p'e
Portanto, ¥a, fa = £ =
A ° 4
Yy + xy

Dada qualquer deformagao de ordem 5 de fo,

X
£(x,y)
y*+xy+q(x,y)  com q(x,y) ¢ mi £

ode-se ver facilmente que

u = X

A v=y4+xy+uy5+R(x,y), R(x,y) ¢ mgef,

que por sua vez e equivalente a:

(*)

v = y4+xy+axy2+ R(x,y) , R(x,y) € mgef

Pelo Corolario 5.4, obtemos que £ e b5~determinado.

(De fato: tg(m,0,) + g*(mz)e +m76 3-<x2 2 6>é 2 m66 ¥g tal

que 3°g = i°f),
u = x
Portanto (*) @& equivalente a 7 2
v = y +xy+axy. ,
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o que mostra que fo(e portanto fa’ ¥a) e 4~determinado.

‘Observacao:

Du Plessis em [ 8 ], Exemplo 3.32 obtem que (xﬁw+y4) e
4-A-determinado, como consequéncia do Teorema 3.31, que ele pro
prio classifica de complicado. Achamos que nossa prova da 4-A-de

, =

terminagao de fO envolve um esforgo bem menor.

(ii) Caso r =5

b v = y5+xy+axy2+bxy

d =
fab

y+ay2+by3 5y4+x+2axy+3bxy2

As equagoes sao:

n
o

5y5 + xy + 2axy2 + 3bxy3

5y6 + xy2 + 2axy3 =0

Sy? + xy3 = 0
xy + axy2 + bxy3 =0
y + ay + xy2 + Zaxy3 =0

y5 + xy + axy2 + bxy3 =0
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7 6 5 2 3
y y Y Xy Xy Xy
0 0 5 1 2a 3b
0 5 0 0 1 2a
= A
ab
5 0 0 0 0] 1
0 0 0 1 a b
a 1 0 0 1 2a
0 0 1 1 a b
A
ab_. o -7a%4+8b
5
A(f ,) e aberta em K(f ,) se e somente se -7a2+&3# 0.

ab ab

Consideremos:

5
vV = ¥y +Xy-Xy

<
I

Y5+XY+XY3 s

Entao
fab 5 To-1 % fap °°
fab A fo1 ge dp TR

(Isto acontece pois: para o caminho

2 3
F(tl,tz,x,y) = (tl,tz,f0_1+t1xy +t, Xy ) = (tl,tz,f(x,y,tl,tz)
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0
tem-se: 0 e 0 pertencem a
2 3
Xy Xy

2
tF(m,6 V¥ ) + wE(m, V¥ ) desde que -7t] + 8(t,-1) < O
4 p2,.p2 4752 g2 1 2

. F e trivial.

O caso A > 0 segue analogamente).

A(Eo ) e A(f,,) sao distintas.

Isto pode ser visto da seguinte forma:

Consideremos Sl(x.y) = (-x,y) Pl(u,v) = (=u,v)
S,(x,y) = (x,-y) Pz(u,V) = (u,-v)
S3(x,y)=1x,y=(x,y) Pa(u,v) = (u,v)

e piOfolosj # fO—l 5 Yi,j = 1,2,3,

Do Corolario 5.4, obtemos que (ou f01) e 7-de

fo-1
terminado. Esta estimativa e exata, uma vez que:

f(x,y) = y5+xy-xy3—5y7 nao satisfaz a propriedade:
"A(f) aberta em K(f)". Fazendo Y = y+y3 verificamos facil

mente due A(f) = 0.

A P nao é 6-determinado.

Corolario 5.9:

Todo germe f : (R2,0) > (R2,0) finitamente A-deter-

minado e tal que K(f) K(x,yr) com r 2 6, tem A-modalida-

de 2 1,
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Embora o conceito de modalidade seja delicado a seguin

te colocagao e suficiente para nossas aplicagoes:

Seja f : (Rn,O) > (RP,O) germe A-finitamente deter-
minado. Dizemos que f e (ao maximo) r-modal se existe uma vi
" zinhanga de jkf(O) em Jk(n,p) coberta por um numero finito
de familias de classes de A-equivaléncia, cada uma das quais de
pendendo de (no maximo) r-parametros.

Observe que k pode ser escolhido de modo que todo g
com jkg(O) suficientemente proximo de jkf(O), e no maximo
k-l-determinado.

Em nosso caso, a seguinte observagao e util:

Seja f germe A-finitamente determinado.

Indiquemos por mMA(f) A-modalidade de f

mK (£) a K-modalidade de f

e mKA(f) = a A-modalidade de f em K(f).
Entao mA(f) 2z mK(f) + mKA(f).

Vamos agora completar a analise das singularidades de

tipo 22’0 iniciada nos exemplos 5.5 e 5.6.
Exémplo 5.10.
u = X +y3
A K-6rbita de f0 : nao tem A-orbita
v = Xy
aberta.

[
[}

x2+y3+ax3+bx2y+cxy2+dxy3+ey4
Seja f(x,y)
v = Xy



126
Temos, entao:

* 3
tf(mzez) + f (mz)ef 2 m)e

2°f
e:
* 2 5

tf(mzez) + f (m2)6f 2 mzef

Observemos que (x4,0),(x2y2,0);(x3y,0) € wf(mgez)(mod mgef).

Agora

2x+3ax2+2bxy+cy2+dy3 3y2+bx2+2cxy+3dxy2+4ey3
df =
y x

As equagoes que devemos considerar sao:

df(a,0)=0 , df(0,a)=0 , (u,0)z0 , (v,0)s0

(0,u)s0 , (0,v)=0 , onde a congruéncia &

5 . ,
mod TfA + mye . e a percorre o conjunto:
2 2 3 2 2 3
{1,x,y,x 2 XYY »X ,X y,Xy ,¥y }.
Portanto as equagoes sao:
2x+3ax2+cy2+dy3 3y2+bx2+3dxy2+4ey3
A.1 = =0 A, = =0
2
y x
2x2+33x3+cxy2+dxy3 3ax2y + cy3 + dy4
A3 = =0 A4 = ) £ 0
2 0 y




127

3xy2+bx3+4exy3 3y3+bx2y+3dxy3+4ey4 ]
A= =0 A, = =0
5 9 6
i X L 0 J
[ 3] 2
2x 2% y+cxy | 2xy +cy
A = =0 A, = =0 A, = =0
7 i 8 ) ‘ 9 5
Xy l Xy | y
i | | |
[ 7
0 3xy3 3y4 2xy3
A10 = =0 A11 = =0 A12 = =0 A13 = =0
3 2 2 4
X Xy | Xy y
2.3 3 2 2 3
X +y +ax +bx y+cxy +dxy +ey
A14 = =0

0 1

A15= 4150
!
|

2 3 2 2
X +y +bx ytcxy +ey

O sistema obtido destas equagoes nao tem solugao.

Proposicao 5.11:

2,0

Seja f : (RZ,O) > (R2,0) de tipo I , A-finitamen

te determinado e tal que Q(f) e de tipor

(i) I, R(Lx,yl1] (b

: a b
<RV, X +y >

v
]
v

2)
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(ii) 1II . R[[x’ijjb (b 2 a 22 a,b pares)
as <XV L,X =y >
ou
(iii) 1v_ . ¢ —RELx,y]] a =3
a,b ' 2 2 a ) ¥
<X +y »y X >
Entao:

Em (i) e (ii) : A-modalidade de f 2 1, sempre que
b >a 2 2.

Em (iii) : A-modalidade de f 2 1 para todo a 2 3,

Prova:
Paylexdany? Poylaey?
Quando a =2, b = 2 e
Xy Xy
sao as A-Orbitas abertas de I, , (Exercicio 5.6), e
3
3
x“+y B B _
e a A-orbita aberta de I, , (Exemplo 5.5)
?
y +x3
= 2 3 3
Se a =2, b =3 em 1 » K(x“+y ,xy) nao tem

2.4.3
A-orbitas abertas (Exemplo 5.10).

Da estrutura das singularidades estaveis de tipo 22’0

(Les Lander [20], Lema 2.7) segue-se que:

Se f € Ia,b ou IIa,b e 2z = ja+b+1f(0) s para to

da vizinhanga Vz de z em Ja+b+1(2,2), temos:
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v n Ka+bf1(xy,xuiy8) # 0 para a S a,B S b
Portanto, se f € I ou II com b > a 2 2,
a,b a,b
vV n Ka+b+1(xy,x2+y3) # § , o0 que juntamente com o Exemplo 5.10,

z
mostra que A-modalidade de f 2 1,
Para f ¢ w_, a 2 3, segue-se ainda de [20] (Lema 2.6)

j2a+1 JZa+1

que para z = f(0) e toda vizinhanga Vz em (2,2), que:

K2a+1

v_n (v,x1) # 9 onde 1 S q S 2a-1,

4

Portanto, se a 2 4, wusando o Corolario 5.9, o resultado & ob-

tido

Caso a = 3

(

| x"+y
f(x,y) = W

1 x3+p(x,y)

3
onde p(x,y) € mzef.

Se A(f) fosse aberta em K(f) deveriamos ter:

3
tf(m,6,) + wf(mzez) 2 myb;
Mas, analisando:
2.2 3
2x 2y e, (x,¥) Ny (x7+y ", x7+p(x,y))
+ ]
2 2, 2 3
3x+p Py ey (x,) ny (xT+y 7, x7+p(x,y))

vemos que:
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tf(x,0), tf(y,0), tf(0,x), tf(0,y), (u,0) e (0,v)

dao somente duas equagoes linearmente independentes, mbdulo

4
tf(mzez) + wf(mzez) + mzez‘

Estas equagoes sao:

(1]
o
[]

_ 4
= 0 (mod tf(m262)+wf(m262)+m262)

2
onde A = 2xpy byx~ - 2ypx.
Logo, nao sera possivel obter todos os termos de or
dem 3 em TfA.

i K(x2+y2,x3) nao tem A-Orbita aberta e A-mo

dalidade de f 2 1,
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