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Absiract

We study ¢ - equivalence, and the corresponding concepts of
finite determinacy and transversal unfoldings. This equivalence
was introduced by L. Favaro and C. Mendes who studied ¢ -
stability. We obtain necessary and’ sufficient conditions for
finite ¢ - determinacy of map-germs that apply to a special class
of infinitesimally stable germs ¢. Bulilding upon results of
Egusquiza for m - stable paths of mappings, we prove genericity
theorems for an auxiliary equivalence relation, namely
d - equivalence, and for ¢ - equivalence. The main result shows
that the evolution of the singularities from a manifold N into
the plane can be realized by preserving a foliation defined
by a fixed Morse function ¢ : N — ﬁ. Moreover, the generic

bifurcations are classified.
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Introdugdo e notagdes béasicas

Introducgéo

Sejam N,P,Q variedades diferenciaveis e ¢ : N — Q uma

aplicagao diferenciavel fixada.

Duas aplicagdes diferenciaveis f,g : N — P séo ¢ - equiva

lentes se existem’difeomorfismos h, k e ¢ comutando o diagrama

N e pye—T g
hl 11( 12
NL8® , pyxq—T g ,

onde m é a projegdo sobre o segundo fator.

. A estabilidade de aplicagdes diferenciaveis f : N — P com
respeito a esta equivaléncia (¢ - estabilidade) tem sido estudada
por L.A. Favaro e C.M. Mendes ([7] e [18]).

A ¢ - equivaléncia é utilizada no estudo de problemas onde
se procura respeitar uma certa estrutura prefixada. £ o caso, por
exemplo, do problema da tomografia qualitativa considerado por
Bonnecaze e Dufour em [1], que consiste na reconstituigdo da

estrutura interna de um objeto N através do seu comportamento em
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relacdo a uma familla de segBes. A estrutura interna é dada pelas
superficies de nivel de uma fungio f : N — R, e a familia de
secgbes é definida por uma funglo ¢ : N — R ,,chamada fungdo micro
tomo . Segundo Dufour, o problema da tomografia qualitativa ¢ de-
terminar a d4-classe de uma fungSio f a partir do conhecimento de
sua ¢ - classe.

Motivados pelo problema da tomografia e por outras
aplicagbes, nosso interesse estd voltado principalmente para o
caso em que ¢ : N — R é uma fungdo de Morse. No entanto, alguns
resultados se estendem para ¢ mais gerais.

Assim como em Mendes [18], introduzimos a seguinte nogéo

auxiliar de equivaléncia :

Duas aplicagdes (f,¢) e (g,y) sé&o AN—equivalentes se exis-
tem difeomorfismos h : N— N, k: PxQ —Px Qe f: Q — Q,

com k(p,q) = (k (p,q), &q)), tais que (g, y) = Ko(f,p)oh .

Alguns resultados para a ¢ - equivaléncia s8o obtidos como
conseqiiéncia dos andlogos para a J~-equivaléncia.

Ressaltamos que diversos trabalhos recentes tratam do
problema de estabilidade, determinagZ@o finita e versalidade de
desdobramentos dentro de um amplo contexto. Entre estes,
encontram-se o trabalho de Damon [2], sobre subgrupos geométricos
de 4 e K, e o trabalho de Nakai {20), sobre diagramas de
aplicagdes.

A ¢ - equivaléncia ndo se enquadra diretamente nos casos

acima citados.
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Pretendemos, neste trabalho, obter resultados utilizando
métodos que se adaptem a situagdo especial de se privilegiar uma

dada aplicagao.

No Capitulo I, apresentamos os grupos dos germes de difeo-
morfismos que dao origem a ¢ - equivaléncia e a A~—equiva1éncia.
Os espagos tangentes as é6rbitas com respeito as agbdes desses gru-

pos, s@o determinados.

O Capitulo 11 ¢ dedicado ao estudo da ¢ - determinacédo
finita. O resultado central deste capitulo, estabelece um critério
_infinitesimal que estende o Teorema (5.1), Capitulo 1II, de
Egusquiza [6) sobre a m-determinagdo finita, para uma classe mais
ampla de germes. Em especial, o resultado se aplica para germes de

Morse.

No Capitulo 111, estudamos as propriedades dos desdobramen-
tos ¢ - versais e J~- versais. Aqui, o estudo dos desdobramentos
4 - transversais tem um papel importante para a obtencdo de resul-
tados para a ¢ - equivaléncia. Um resulta@o util estabelece‘uma
correspondéncia entre desdobramentos 4 -transversais de um par
(f,¢) e desdobramentos ¢ - transversais de f, quando ¢ é &—infini
tesimalmente estéavel. Como cqnseqﬁéncia resulta que a
¢ - codimensdo estendida de f (cod(gz,f)) e a 4 -codimensio esten
dida de (f,¢) (cod(d °, (£, ¢))) coincidem. A equivaléncia entre ver
salidade e transversalidade é também considerada.

Ainda neste capitulo, classificamos os germes e multigermes
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tals que cod(ﬁz,f) =< 1, no caso de :

g/z(R,O)

N (R, 0)

(R",S)

onde nz 2 e ¢ é d-infinitesimalmente estédvel. Esta classificaqéo,
essencial para os teoremaé de genericidade do Capitulo 1V, refina
a classificagéo dos germes e multigermes de 4°~ codimensdo = 1
obtida em [6]. O processo de refinamento exibe uma diferenga
fundamental entre a #-classificagfic e a ¢ - classificagdo. Mais
precisamente, a dA-6rbita de codimensdo 1 correspondente a
intersecdo de trés linhas de dobras apresenta modalidade para a

¢ - equivaléncia. A Proposicio (3.3.4) mostra que esta singulari-

dade tem apenas codimensao topolégica igual a 1.

O obJjetivo principal do Capitulo IV ¢é mostrar que a
evolugao das singularidades de uma aplicacdo de uma variedade N no
plano, pode ser realizada preservando uma folheagi@o prefixada
em N, definida por uma fungédo de Morse ¢ : N — R. Este é
o conteudo do Teorema (4.3.2) sobre caminhos genéricos para a
¢ - equivaléncia, denominados caminhos ¢ - adequados.

0 resultado acima é conseqiiéncia do Teorema (4.2.11), que
estabelece a existéncia de um subconjunto aberto e denso 6 ~ de

4

Cm(N X [0,1],R2), constituido de caminhos genéricos com relagédo a

~

4 -equivaléncia. 0 subconjunto Gdf dos caminhos £~—adequados é

obtido por um refinamento conveniente dos caminhos mn-estaveis

de [8B].



Nas aplicagbes, como por exemplo no problema da tomografia
qualitativa ou em problemas de simplificagéo de aplicagdes, é util
poder assumir que a fung@o de Morse fixada é a mais simples

!

possivel. O Teorema (4.3.3) nos garante esta possibilidade.

Notagbes basicas

Ao longo deste trabalho, salvo mengdo explicita, todas as

aplicagbes consideradas serao de classe c® .
Seja S um subconjunto ndo vazio de R". A notagao
f: (R,S) — R
designard um germe de aplicagéo de R” em Rp, em S.
0 conjunto dos germes de aplicagdes f : (R",0) — R® sera
denotado por &(n,p). Quando p = 1, escreveremos simplesmente €n
para &(n,1). go(n,p) denotara o conjunto dos germes f € &(n,p)

tais que f(0) = 0.

€n herda de R uma estrutura natural de R-a4lgebra . O anel

8n tem um unico ideal maximal Mn = {f e 8n; f£(0) = 0}.

Para qualquer p, &(n,p) pode ser identificado com o gn—médg

lo livre de rank p, (€n)p.
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Umn germe f € Ea(n,p) induz um homomorfismo de [R-algebras

*

f 8p — gn, por f (¢) = ¢of.
*

Diremos que A & um f (8p)—mbdulo se A for um 8p—mbdulo com

a agéo de Ep definida por :
*
(V¢ € 8p) (Va € A) ¢.a=1 (¢).a = (¢of).a .
*
Entéo, f (ﬁ%)A ¢ o mesmo que MpA .

Observemos que todo €n—médulo A admite uma estrutura de

* »
f (gp)—médulo, por restrigiio dos escalares ao sub-anel f (8PL

Os espagos tangentes aos varios espagos de germes sfo dados
como médulos de campos de vetores. Para um germe f € Eo(n,p), de-
notaremos por 9f o 8n—médulo dos campos de vetores ao longo de f.

Para o germe identidade I _n

(R™, 0y’ denotaremos 6 por 6 .

(an,O) n

Associados a estes médulos, temos os homomorfismos tf e wf,

definidos como segue :
tf : 8 —> 6. tf(€) = df (&)

n

(onde df ¢ a diferencial de f), e

of : 6. — ef , wf(n) = nof.



vii

*
tf € um homomorfismo de 8n-m6dulos e wf € um morfismo sobre f

Varios grupos agem em €o(n,p). Quando dois elementos f,g de

i
8o(n,p) estdo numa mesma 6rbita segundo a aglo de um grupo %,

escreveremos f g 8 A 6rbita de f sera indicada por %(f).

Os grupos "classicos" da Teoria das Singularidades que mais

freqientemente aparecem no trabalho, sfo os seguintes

R(n) = grupo dos germes de difeomorfismos de (R",0).

R(n) é o grupo das mudanqas’de coordenadas na fonte. Ou seja,

h.f = foh™l.

£(p) = grupo dos germes de difeomorfismos de (R®,0).

£(p) é o grupo das mudangas de coordenadas na meta : k.f = kof.

d(n,p) = R(n) x £(p), grupo das mudancas de coordenadas na

Kofoh™t.

fonte e na meta : (h,k).f

O espago tangente a orbita A (f) em f, e o correspondente

espago tangente estendido, sdo definidos, respectivamente, por :

tf(MHe) + of(MHO)
nn PP

-
W
B
]

e T = tf(e) + wf(e )
n p

A £-codimensdio de f, denotada por cod(de,f), ¢ a dimensio

real de 6 /T .
f f
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As notagdes que usaremos para os espagos de Jatos e de
multi jatos s@o as usuais :
!
Jk(n,p) ¢ o R-espago vetorial dos k-jatos, jkf, dos germes
f € &(n,p) . Indicaremos por J;(n,p) o subespago constituido dos

k-jatos dos germes f € 80(n.p).

Para um grupo % de germes de difeomorfismos, agindo em
Eb(n,p), g indica o grupo dos k-jatos de elementos de §¥. A agdo

de § em Ebhnpﬂ induz uma acgdo de g em thnp) definida por

jkg . jkf = jk(g.f), para todo g € § e todo f € go(n,p). )

Sejam N e P variedades diferenciaveis de classe c”. Jk(N,P)
¢ o fibrado dos k-jatos de aplicagdes diferencidveis de N em P,

€ rJk(N,P) € o fibrado dos r-multijatos de ordem k.

Finalmente, uma notagdo algébrica :

Seja R um anel, M um R-médulo, e seja S um sub-anel de R.

(assim, M é também um S-médulo). Se al,...,ak,e M, denotaremos por
<a1,...,ak>é ou S{ai,...,ak) ‘0 S-submédulo de M gerado por
a,...,a



Capitulo I

¢ - equivaléncia e 4~-equivalénc1a

§1. Definigdes

\

Seja ¢ : (R",0) —> (R%,0) um germe de aplicacgio fixado.
Uma relagdo de equivaléncia no espago go(n,p) ¢ dada pela

seguinte
(1.1.1) Definigéo

Dois germes f,g : (R",0) — (RP,0) sfio ¢ - equivalentes se
existem germes de difeomorfismos h de (R",0), k de (R°x R%,0) e ¢

de (RY,0) que tornem comutativo o diagrama

k14
(R",0) — @) (R g%0) — %, (§Y,0)

n
(R",0) — &P . (P g% 0) —I— , (R%,0) ,

onde nq : (R°x RY,0) —— (R%,0) é a projecio sobre o segundo

fator.

Como usual, isto seréa indicado por f 5 g.



(1.1.2) Definigéo

0 grupo §¢ = €w(p) é o subgrupo de #(n,p+q) = R(n) x £(p+q)
formado pelos pares (h,k) tals que exista um germe de difeomor-

fismo £ de (R?,0) de modo que o diagrama (*) comute.

)14
(R",0) —2 5 (R%,0) «—3— (RPx RY,0)

n
(R",0) —%— (8%, 0) «—2— (R°x R%,0)
Uma acdo de §¢(p) sobre 86(n,p) fica definida se, para
(h,k) € §¢(p) ef € gb(n,p), colocarmos
(h,k).f = @ o(ke(£,p)en™),
onde np : (RP’x R%,0) — (R",0) é a projecio sobre o primeiro
fator.

A 6rbita ?w(f) de f € 8o(n,p) por esta agdo, coincide com a

¢ - classe de f.

Observagao

Equivalentemente, podemos considerar §¢(p) como sendo o



subgrupo de Difo(n) X Difo(p+q) X Difo(q) formado pelas ternas
(h,k,8) tais que o diagrama (*) comute. (Difo(m) denota o grupo

dos germes de difeomorfismos de (R",0)).

Permitindo a variagéo do germe ¢ no diagrama da Definig&o

(1.1.1), obtemos a seguinte relagfio de equivaléncia em 80(n,p+q) :
(1.1.3) Definigéo

Dois germes (f,¢), (g, ¥) : (R",0) —— (R’x R%,0) sio
d~—equivalentes se existem germes de difeomorfismos h de (R",0), k

de (RPx R%,0) e € de (RY,0) que tornem comutativo o diagrama

T
(®0) 50 (R RI0) —% (R 0)

114
(R",0) (&) |, (R"x rR%,0) —*—— (R%,0)

(1.1.4) Definicgéo

Seja 2(p+q,q) o subgrupo dos k € £(p+q) tais que exista um
germe de difeomorfismo ¢ de (RY,0) satisfazendo nqok = Zonq
0 grupo 4 = 4 (n,p+q) & o subgrupo de #(n,p+q) dado por

4 (n,p+q) = R(n) x 2L(p+q,q).



A acdo de & (n,p+q) sobre go(n,p+q) obtida por restricéo da
acdo de A(n,p+q), é tal que a 6rbita 4 (f,9) de (f,9) € 8o(n,p+q)

coincide com a & -classe de (f,¢).

Observemos que, para cada ¢ : (R",00) — (R%,0) fixado, a
4 -equivaléncia em Eo(n,p+q) induz a ¢ - equivaléncia em 8o(n,p).
quando consideramos 8b(n,p) como um subespago afim de 8b(n,p+q)
através do mergulho f —— (f,¢). Mais precisamente: dados f,g €
€ 8o(n,p), f,g séo ¢ - equivalentes se, e somente se, (f,¢), (g,¢)

séo AN-equivalentes.
§2. Espacos Tangentes
Seja ¢ : (R",0) — (R%,0) um germe fixado.
Consideremos um germe f : (R",0) — (RP,0).
"~ No nosso contexto, os resultados dependem essencialmente do
conhecimento do espago tangente a érbita §¢(f) no ponto f. Este

espago é formado pelos vetores tangentes a caminhos por f contidos

na 6rbita, que sfo os caminhos ¢ - triviais.



(1.2.1) Definigso

Um caminho diferenciavel por f,
F: (R R,0xJ) —> (RPx R,0xJ)
(onde J é um intervalo de R contendo 0),
F(x,t) = (ft(x).t) , fo = f,

é ¢ - trivial se existem germes de difeomorfismos H de

(R"x R,0xJ) , K de (RPx R% R,0xJ) e L de (R% R,0xJ) preservando

R-niveis :
/
Hix,t) = (h (x),t), hy = gt 0y
Kly,z,t) = (k (y,2),t), k= Igp. pa o
L(z,t) = (g (2),¢), & = (R 0) '

tais que o seguinte diagrama comute :

s b 14
(R R,O0xJ) —2— (RPx R% R,0xJ) -1 (R% R,OxJ)

\

H K L

n
(R R,0xJ) —¥— (R°x R% R,0xJ) -1 (R% R,0xJ)

onde 70, ¥ sdo os caminhos definidos por :

Uo(x,t) (f(x),9(x),t) (caminho constante)

v(x,t)

(ft(x).¢(x),t).



Nosso objetivo mgora ¢é obter uma versiio do Teorema de
Thom - Levine para o caso da ¢ - equivaléncia.

Ve jamos primeiro algumas definig¢des e notagdes.

Seja F : (R"x R,0xa) —— (Rx R,Oxa) um germe que preser-
va R-niveis.

Um campo de vetores ao longo de F que preserva R-niveis, &
um campo de vetores ao longo de F com R-componente nula em

TRP® R = T(R’x R). O conjunto de tais campos & um 8n+1 0xa—m6du10

livre de rank p e seréd indicado por WF .

Por simplicidade, escreveremos V¥ " para ¥ es-
n

I(anx R, 0xa)

perando que fique claro no contexto que ponto-base estd sendo

considerado.

As restrigdes de tF e wF dao, respectivamente, um

*

- homomorfismo tF : V¥ — V¥ e un morfismo sobre F ,
n+l,oxa n+i F

wF : ¥ —> ¥,
p+il F

(1.2.2) Definigéo

Seja F : (R"x R,0xa) ——> (RPx R,Oxa) um germe que preserva

R-niveis, F(x,t) = (ft(x),t).

1) Definimos 8F e W} por : (8F,1) = tF(O,gg).

(8F da sentido claro ao simbolo gfftl



2) Se F ¢é um caminho diferenciavel por f (assim a = 0,
f, = f), definimos 8 F € @_ por 8 F(x) = 8F(x,0)(para x € (R",0)).

d
(BOF corresponde a afft t=0)'

(1.2.3) Proposicio

Um caminho diferenciavel por f,
F: (R R,0x[0,1)) —— (RPx R,0x[0,1]) , F(x,t) = (ft(x),t).

fo = f, € ¢ - trivial se, e somente se, para cada a € [0,1], exis-

tem campos de vetores Ea e MY , ﬁa €e MV e N eM Va

n n+l q q+l p+q Hp+1
('n:"1 (R°x R% R,0xa) — (R’x R,Oxa), projecdo canénica) tais
que

8F° = dFa(ga) + gaowa
*)

_ a, xa ~a a
0 =d(p x IR) (£7) + pole x IR) ,

onde F°, (¢ x IlR)a € 7° sdo os germes - restrigdes de F, ¢ x IR e

7 a (R™x R,0Oxa), sendo
y : (R"x R,0x[0,1]) — (R°x R% R,0x[0,1])

o caminho definido por y(x,t) = (ft(x),w(x).t).



Prova

Suponhamos que F seja ¢ - trivial. Entédo, existem germes de
difeomorfismos H de (R"x R,0x[0,1]), K de (RPx R% R,0x[0,1]) e L
de (R% R,0x[0,1]) satisfazendo a Definicio (1.2.1), ou seja, H,
K e L s@o, respectivamente, caminhos pelos germes identidades

1 e tornam comutativo o diagrama

Tr™ 0y 1rPx k% 0) € (g% 0)

v n
(R"x R,0x[0,1]) —% (RPx R% R,0x[0,1]) -3 (R% R,0x[0,1])

H K L
Y n
(R"x R,0x[0,1]) — (RPx R% R,0x[0,1]) -*X5 (R% R,0x[0,1]),

onde 70(x,t) = (f(x),p(x),t), 7({x,t) = (ft(x),w(x),t).

Assim,

-1
K “oyoH = 7,
-1
e Lielpx I(R.IOJJ))oH =X Iig o)

Logo, para qualquer a € [0,1],

3(K loyoH)® = 0
e a(L ™ e(p x Ip)°H)® = 0.

Calculos diretos (ver Mather [15]) mostram que estas ulti-

mas igualdades implicam, respectivamente :



(1) 85® = t3% (-8 (H)™) + wy®(aK%= (k™) 1)

»

(2) o

t(p x zm)"(-aH‘o(H‘)“) + ol x IR)“(aL‘o(L")“).

Como F* = (np*low)a, segue de (1) que

(3) 8F® = tF(-8H% (H*)™!) + tn:“(aK°o(K°)'1)°7°.

Observemos que & = -9H%(H")™' se anula em Ox(R,a)(0 e R%),

n = tn:#l(aKao(Ka)-l) se anula em Ox(R,a) (0 € RP°x RY) e
B> = 8L%(L*)"! se anula em Ox(R,a) (0 € RY); ou se ja,
E“em\p , N eM Va eﬂaeM\P

n n+l +q M +1
Pq'”1 qq

Além disso, fazendo substituicdes em (3) e (2), obtemos :

8F dFa(Ea) + ;)aowa

™)

o
i

dlp x IIR)"(E“) + wolp x IR)"

Reciprocamente, suponhamos que, para cada a € [0,1], exis-

~ ~ ~a
tam campos e MV e MV e e M V¥ a
N P 3 n n+l' " q q+1 n prq W .1
P

satisfazen-
do (*).
Tomando representantes de Ea , ﬂa e_ﬁa e usando a particao

da unidade, podemos obter campos de vetores £, p e 7 que preservam

R-niveis,
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€ sobre (R"x R,0x[0,1)), £(0,a) 0O Vacel01],

p sobre (R% R,0x[0,1]), p(0,a) =0 V a e [0,1],

i

e T ao longo de LI (RPx R% R,0x[0,1]) —— (RPx R,0x[0,1]),
n(0,2) =0 Vae [0,1],
tais que & , p° e M satisfagam (*) para qualquer a € [0,1].
' = 8 - - 8 - 9
As integrais dos campos (- E, 55)’ (n, u, 5{) e (“'EE)
determinam, respectivamente, germes de difeomorfismos H de

(R"x R,0x[0,11), K de (RPx R% R,0x[0,1]) e L de (R% R,0x[0,11)

com as propriedades exigidas na Definicdo (1.2.1).

{

Fazendo t = 0 em (*) da proposicédo anterior, obtemos :

d

a—t-ft t=0 = df(&) + n"(f,w)

0 = dp(€) + pog ,

onde £ e MO , pe MO eneM 6 (n : (RPx R,0)—(RP,0) &
n n qq ptq W P

a projegéo sobre o primeiro fator).

Isto motiva a seguinte definigéo :
(1.2.4) Definicdo

1) O espago tangente & érbita ?w(f) no ponto f, Tf§¢ , € o

conjunto de todos os o € # 6 tais que existam € e O , pe MO
n f ) nn qq

eneM 06 satisfazendo :
ptq T
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Q
n

df(g) + me(f,¢p)

o
n

de(§) + pogp

Quando os germes de difeomorfismos de ‘3“) nédo fixam necessa-
riamente a origem, usaremos a notagédo ng; para indicar o espago

tangente estendido, isto é,

2) Tf§; é o conjunto de todos os o € 9f tais que existam

£ € en , B E eq emne 6" satisfazendo : /
P

o = df(g§) + ne(f,¢)

0 = do(€) + pogp

e s s
Queremos expressar Trgw e Tf§¢ de uma forma mais concisa.

Para isto, introduziremos a

(1.2.5) Definicdo

1) ={Ee M6 ; I pue M6 tal que do(§) + pop = 0}
Q nn qq
-1
= to (ww(ﬁgeq)) n Mnen .
0, ={£e€b ; 3 peo tal que dp(€) + pop = 0}
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= w"(w(eq)) .

*
6 e 6° s3o ¢ (6) - mbédulos.
Q a q

2) w(f,e) : en —_— 9f ¢ definida por w(f,¢)(n) = ne(f,¢).
P

*
w(f,p) € um morfismo sobre (f,¢) .

Ent&o, da definigédo (1.2.4), temos :

(1.2.6) ngw

/
tf(eo) + w(f,w)(ﬁ%+q6np)

T §°
£

tf(e:) + wif,9)(6_).
) o

Com relagao a £~-equiva1éncia. por um procedimento analogo

ao adotado no caso da ¢ - equivaléncia, temos a

(1.2.7) Definigéo

1) O espago tangente @& 6rbita 4 (f,¢) no ponto (f,¢),

T 4, éo0 conjunto de todos os o € M 6 tais que existam
(£,¢) n (£,9)
Ee MO, e M b , L€ M8 satisfazendo :
n n P+q p+q q9q
o = d(f,p) (&) + Lo(f,p)

o
i}

dn (L) + pem ,
q q
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onde nq : (RPx R%,0) — (RY,0) ¢ a projegéo sobre o segundo

fator.

2) O espago tangente estendido T“~¢)£~e é o conjunto de

todos os o € e(r.w) tais que existam £ € en , C € 9p+q , M€ eq

satisfazendo :

Q
n

a(f, @) () + Lo(f,¢)

o
L}

18 ( »

A seguir, examinaremos mais detalhadamente os espagos Tt§¢
e Tf?; nos casos especials em que ¢ é a projecdo canbénica ou uma
forma canénica de um germe de Morse.
(1.2.8) ¢ projeciio candnica

Seja ¢ : (R"x RY,0) — (R%,0) a projegio ¢(x,y) = y.

Consideremos um germe f : (R"x rRY,0) — (RP,0). Associados

a f, temos os seguintes homomorfismos :

1) tf : 6. — 6 ¢ definido por tf(€) = df°in°§ , on-
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de m : (R RY,0) —— (R",0) ¢é a projegio canénica e
n

i 8. — Bn (£,0).

E6 ©060 ¢é a inclusdo 1 (§)
n n +q n '] n

n n

tf ¢ um &€ -homomorfismo.
n+q

2) Tf : 6q — 0, é definido por Tf(u) dfoiqouo¢ , onde

i : 8 — 6 =0 ©6 ¢é a inclusio i (v) = (o,v).
¢ n n " q

n

+q

f é um €q—homomorfismo.

Pode-se ver facilmente que :

TE =tf(M 6_) +1f(M6) + w(f )M 6 )
£ 9 neq M 949 P+q Hp
e:
Trgw tf(e ) + Tf(Bq) + w(f,pl)(e_ ).
n P
Observe que en pode ser lidentificado com o 8n+q-subm9
n

dulo de 9n+q constituido pelos campos "horizontais", isto &,

campos tangentes a folheagdo determinada por ¢, e que eq pode ser
»*

identificado com o ¢ (8q)-subm6dulo constituido pelos campos "ver-

ticais" constantes ao longo das folhas.

(1.2.8) ¢ forma canbénica de um germe de Morse

Consideremos ¢ : (R",0) —> (R,0) dado por ¢(x1,...,x ) =
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Assoclaremos ao germe ¢ os seguintes médulos :

1) Gt‘ é o 8;—médulo dos campos £ € en tangentes & folheagido de

(R",0) determinada por ¢; ou seja,

et = {€ e en; de(€) = 0}

= te 1 (0)

t 3
2) 6, € o ¢ (81)—médulo gerado pelo campo radial

)
"
"M

x a
*Tigx.
1=1 |

»*
E),1 € denotado por <§r>¢ (gl)

Com relagédo a et , temos ainda :
_ a a . <
6, = < €y = T %, tEX 5§; Pl=1<j=n >én

Isto segue do seguinte resultado de Leme [10]:
Lema

Seja A o €n—m6dulq livre (8n)r = 8n X ... X 8n : r fatores,

2 r
l1<=r=n eseja B: A"— 8n definida por B(a,b) = T ab
Consideremos {g ,...,gr) parte de uma 8n—base de M e

1

' L
g = (gl,...,g ). Ent&8o, g = {a € A; B(a,g) =0} ¢ o 8n—m6dulo
r

gerado pelos elementos gU = (ae) com 1 =1i< js=sr, a, = -gj )
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a =g e 8= 0 se &g {i,J}.

Dado um germe £ : (R",0) — (R®,0), mostraremos que :

(i) T%

%y tf(et) + tf(ea) + w(f‘.w)(Mpﬂenp),

tf(et) + tf(en) + w(f.w)(en ).

(11) Tfs"’
4 P

Nso & dificil verificar que tw-l(w(el)) = tqfl(wqp(Miel)) c

c MO .

nn
Entéo, tendo em vista (1.2.86) e a linearidade de tf, as

igualdades (1) e (ii) ficam provadas se mostrarmos a seguinte

igualdade:

w"(wmlel)) =0, +6.

Para isto, denotemos por z um ponto de R.
Observemos que dw(&r/z) = wggo
*
Como w¢(M161) oy (81)-médulo gerado por ¢gg°¢ = d¢(§r/2),
pela linearidade de t¢, segue entfo que tw(en) = ww(Mlel).
-1 R _
Logo, te¢ (ww(ﬁgei)) =6,+86 , pois @, = ker tg .

Portanto, as igualdades (i) e (ii) s&o verdadeiras.

A analise feita em (1.2.8) e (1.2.9) evidencia a geometria
dos campos envolvidos. Mas, os argumentos usados se generalizam

para germes de submers@o ou Morse quaisquer, como veremos a seguir.



17

(1.2.10) ¢ germe de submersio

Seja ¢ : (R",0) —> (R%,0) um germe de submersio.

Assoclados a ¢, temos os seguintes médulos:

e

1)'9t é o 8n—m6dulo dos campos € € en tangentes a folheagdo de

(R",0) determinada por ¢ :

D
]

¢ {€ e 8 ; de(€E) = 0}
n
-1

te "(0).

e; é um 8n-médulo livre de rank n-q.

2) ez ¢ definido como segue :

Seja 3B = (pi,...,pq} uma base do R - espago vetorial

6 /X 8 dos campos constantes de 8 .
9 qgq q

-]

¢ tal que

Para cada i, 1 = i = g, tomemos um campo Ei € en/e
dw(Ei) = pov -
*
Entdo, definimos ez como sendo © ¢ (8q)—mbdulo gerado por

RN

92 independe da base B escolhida.

»*
Temos  que ww(eq) € o ¢ (gq)-médulo gerado  por

e -—
Po®s s PO Logo, t¢(ec) = ww(eq) e, portanto,
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nn

3) 6

4) 6
c

Cl1

18

e def -1 _ at e
eA =ty (wgo(eq)) = et + ec

Aséim, por (1.2.8), dado um germe f : (R",0) —> (RP,0),

e _ e e
ng¢ = tf(et) + tf(Gc) + w(f.w)(en ).

p
Para o espago ngw’ consideremos ainda os médulos 6

t ’

/
¢ é o 8n—mbdulo dos campos £ € 6: , nulos na origem :

(o]
n

: te 1(0) n Mo
nn

¢t

Mo
n

*
é€ogp (gq)—médulo dos campos v € 92 , nulos na origem

*(H)es
ec = ¢ q Bc .

aramente, to(6 ) = wp(M 6 ). Entdo,
< q4q

def | -1 _
90 = tg (ww(Mqu)) N Mnen = et + ec».

Portanto, de (1.2.6), vem :

Tf&?q) = tf(e,) + tf(e ) + w(f,q;)(/ane" ).

e
c

C
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(1.2.11) ¢ germe de Morse

Seja ¢ : (R",0) —> (R,0) um germe de Morse.

6

Analogamente a (1.2.9), assoclamos a ¢ os médulos et » 8

1) 6, ¢ o0 Qn—mbdulo definido por :

[+]
]

{€ € 6 ; de(€) = 0}

te 1 (0).

/

2) BC € definido da seguinte maneira :

Seja p um campo de vetores nao-nulo na meta de ¢,
p e Mo /M. .

11 711

Tomemos um campo £ € en/et tal que de(€§) = poyp (a exis-
téncia de um tal campo é garantida pelo fato de que, como ¢ é de
Morse, tw(en) = A%e¢ {(ver Gibson [8])).

»*

Entdo, definimos 6, como sendo o ) (81)—médulo gerado

por € .

ec independe do campo p considerado.

Evidentemente tem-se, por argumentos an&logos aos ante-

riores, que :

tw(ec) = ww(MIOIL
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Por ser ¢ um germe de Morse, tem-se ainda et C Mne

tqp—l(wfp(el)) = t“’-l“"“’("‘x‘%” c Mo .

Portanto, para ¢,

Logo, por (1.2.6), dado um germe f : (R",0) — (R®,0),

TS, = tf(8,) + tf(8) + u(f,@)(4 6 )

ngw = tf(et) + tf(ec) + w(f,w)(enp)



Capitulo I1I

¢ - Determinacgdo Finita

§1. Introdugdo

Na literatura, encontram-se trabalhos que tratam da deter-
minagdo finita para uma ampla classe de subgrupos de £ e X. Entre
estes, o trabalho mais abrangente ¢’ Damon [21, que estuda o pro-
blema de desdobramento e determinagéo finita para os subgrupos
"geométricos" de 4 e X. Recentemente, Nakai em [20] apresentou um
estudo detalhado sobre estabilidade, determinagdo finita e versa-
lidade no caso especifico de diagramas de aplicagdes.

No entanto, nosso objetivo é obter métodos que possibilitem
dar informagdes mais completas sobre a ¢ - equivaléncia. O Teorema
(2.3.9), resultado central deste Capitulo, nos d4& um critério in-
finitesimal para a ¢ - determinagdo finita, generalizando o Teo-
rema (5.1), Capitulo 11, de Egusquiza [6]), ©para germes ¢ mais
gerais do que germe de submersido. Um problema interessante ¢é
caracterizar os germes ¢ para os quais o resultado se aplica.

A definig8o de ¢ - determinag@o finita é a usual dentro da

teoria.

21



22

(2.1.1) Definigéo

Consideremos um germe ¢ : (R",0) — (R%,0).

Un germe £ : (R",0) —» (R®,0) & r-¢ - determinado se todo
germe g : (R",0) — (R",0) com o mesmo r-Jato que f é ¢ - equiva-
lente a f.

Diremos que f é ¢ - finitamente determinado se f for

r-¢ - determinado para algum r < o .

§2. Preliminares Algébricos

Neste paragrafo, reunimos alguns resultados basicos para
futuras referéncias. As provas dos resultados listados aqui, podem

ser vistas em Mather [15].

(2.2.1) Lema de Nakayama

Seja R um anel comutativo com identidade e seja M c R um
ideal tal que 1 + m é inversivel para todo m € M . Sejam A e B
submédulos de um R-mbédulo C, com A finitamente gerado. Se

A S B+ MA entéo A € B.

v
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(2.2.2) Corolario

1

Seja A um gn-médulo finitamente gerado e seja B um submédu-

lo de A satisfazendo dim A/(M:1

R A+ B) =<r. Entdo, A c B.
n

(2.2.3) Corolario

Sob as hip6teses do Corolario (2.2.2), existe’um conjunto
de geradores de B como 8n-médulo, tendo no maximo aLnr] elemen-
tos, onde a é& o numero de elementos de um conjunto minimal de

geradores de A.

(2.2.4) Teorema de Malgrange

Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de aplicagiio, e seja A
um €g—mbdulo finitamente gerado. Entdo, A é finitamente gerado

» »*
como um f (8p)—m6dulo se, e somente se, dim1R A/ (MP)A é finita.
(2.2.5) Proposigéo
Seja f : (R",0) —> (R",0) um germe de aplicagiio. Sejam C

umn & -médulo finitamente gerado, B um 8n—submédulo de C e A um
n

*
f (& )-submédulo finitamente gerado de C. Se
P



24

»
C=A+B+ (f (4) +M;“)c

»
para algum r = dimIR A/f (Mp)A. entéo

C=A+8B

§3. Critério Infinitesimal

’ Fixemos um germe ¢ : (R",0) —> (R%,0).

Associados a ¢, existem dois médulos et , ec C Mnen de im-
portancia fundamental para o estudo que faremos neste paragrafo.

(2.3.1) Definigéo

1) 6, € o0 gn-médulo definido por

et {¢€ € Mnen ; de(€) = 0}

tel(0) n ME .
nn

2) e, é definido da seguinte maneira

Consideremos o R - espago vetorial P

= Mo /M "%
g+l 949 q q
dos campos polinomiais p de quq de grau = g+1 .
s P
Seja ?q+ o subespago de ?q+1 formado pelos campos p € ?q+1
para os quais existe um campo £ € Mnen satisfazendo de(§) = pogp

se ¥  for o subespago nulo, definimos 6 = {0}, O € @
q+1 C : n
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4 4
Z =
Se dim‘R ?Q+1 1, tomamos uma base B {pl,...,p}} de ?q+l
e,para cada i, 1 =i = r, escolhemos um campo gl € Mnen/et de modo
»*
que dw(El) = P,ov . Ent8o, definimos ec como sendo o ¢ (€q)-m6dulo

gerado por €1""‘€r' E facil ver que ec independe da base 3 toma-

da.

(2.3.2) Evidentemente,
6,+0 c06 ={f£eMo; I pe Mo tal que dp(€) + pep = 0}.
b4 c a nn 9 q

Em geral, esta inclus@o ¢ prépria. Quando ¢ é germe de submersao

ou de Morse, segue facilmente de (1.2.10) e (1.2.11), § 2, do capi

tulo anterior, que 8 =6, + 6 .
Q t c

Consideremos agora um germe f : (R",0) —> (RP,0).

Lembremos que

ng¢ = tf(OQ) + w(f,¢)(Mp+q6np).

Entdo, de acordo com (2.3.2), temos :

tf(e,) + tf(ec) + w(f.w)(ﬁgﬁqenp) c Tf§¢ ,
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sendo a Inclusdo em geral prépria.

As estruturas das parcelas do lado esquerdo desta incluséo,
nos permitem adaptar a prova da condigéo suficiente do Teorema
(5.1), Capitulo II, de Egusquiza [6], para obtermos uma condigéo
suficiente para a ¢ - determinagéio finita (Proposicio (2.3.5)).

Quando ¢ é #4-infinitesimalmente estavel e 60 = Bt + BC (don
de ngw = tf(et) + tf(ec) + w(f,w)(MpﬂPnp)), temos também uma

condigéo necessaria (Proposicio (2.3.8)).

Para a condigdo suficiente, consideramos levantamentos de

(2.3.3) Definigao

1) 5; éo 8n‘10xa-m6dulo definido por :

~a _ ,xa . a za, _
8, = {¢ € MnW;+1' d(¢ x IR) () = 0}

2) 62 é o ((¢ x IIR)‘.’) (&

q+lmxa)-—médulo gerado por 6_ .

Para fazer sentido a incluséo 52 c MV X identificamos
n n+
é]

- —O aO a
Gn = &’n{axi I(R",O)} com gn{5§: (I(R“x IR)) }, onde (xl,...,x ) é

n

um sistema de coordenadas locais para (R",0).

*
Como ec é um ¢ (Sq)—médulo finitamente gerado, temos que
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5: é também finitamente gerado.

Observemos alnda que, para qualquer Y e 52 ,
a,~a = ~a a
d(e x IR) (v7) = pelyp x Im) '

~a
compu € M V¥ .
q q+1
Como usual, a prova da condigéo suficiente depende do se-

guinte lema de aproximagédo :

(2.3.4) Lema

Sejam F,G : (R"x R,0xa) —> (RPx R,Oxa) germes de aplica-
¢des que preservam R-niveis tais que f‘t e 8 tém o mesmo s-jato
para cada t € (R,a). Sejam 7,2 : (R"x R,O0xa) —> (R’x R R,Oxa)
definidos por ¥(x,t) = (ft(x).w(x),t), Alx,t) = (gt(x).w(x),t).

Entdo :

1) tG(&) - tF(€) e .M:\I/F , VEeV .

2) wA () - wy(n) e £, Vvne vV
n F np+1

(Aqui, ﬁ} e WE estao identificados).
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Prova

Ver Du Plessis [5].

(2.3.5) Proposicéo

Seja f : (R",0) — (RP,0) tal que :

s+1

r
£0, < t(8,) + L(.) + WL, )L, 0, )+ M0

’

f

coms =s({r) =r+c+d+ a’, onde

_ ner-1) o * ;- p+q+d’+1]
c = p[[r_l] 1], d = d1mIR GC /¢ (Mq)eC , a p[[ 4’ e1 ] 1] ,
d’ = 4|¥°
[+]
Entdo, f é s-¢ - determinado.

Prova

0O objetivo da prova ¢ mostrar que qualquer caminho
F: (R R,0x[0,1]1) — (Rx R,0x[0,1]) tal que cada f, tem o mes-
mo s—-jato que f, é ¢ - trivial.

0 resultado seguira disto, pois se g & qualquer germe com o
mesmo s-jato que f, um caminho F deste tipo pode ser construido

definindo
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ft(x) = (1-t)f(x) + tg(x), t € (R,{0,1)),

e entéio colocando F(x,t) (ft(x),t); se este caminho F ¢ ¢ - tri-

vial, entfo certamente f fo é ¢ - equivalente a g = .

1
Na realidade, mostraremos que, para qualquer caminho F tal

que cada f‘t tem o mesmo s-jato que f,

(0) MV a c tF(8%) + tF*(8%) + wy> (M Va2 ), V a e [0,1],
n F b4 c p+q np+1

onde
7 : (R"x R,0x[0,1]1) — (RPx R% R,0x{0,11])
€ o caminho definido por 7»(x,t) = (ft(x),w(x),t).
Para um tal F, 8F € M:HQEa d AQWFa; assim, por (0) e pela

Proposicgéo (1.2.3), F sera ¢ - trivial.

Seja a um ponto qualquer de [0,1].

Comecemos observando que a hipétese implica

r a ~a a,~a a
(1) .Mn\ll(m )2 c t(f x IlR) (et) + t(f x IIR) (ec) + wwo(Mp+q\I/na )
R p+1
S-r+l r
n+1,0xa’ n (i"xIlR)a >
onde

7, (R R,0x[0,1]) — (RPx R% R,0x[0,11)

¢ o caminho definido por wo(x,t) = (f(x),ep(x),t).

Para ver isto, primeiro observemos que pelo Teorema de
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Taylor temos :

=& + M.E .
n+1,0xa 1,a n n+l1,0xa

Usando a igualdade acima recursivamente, obtemos :

i =M.8 + #h
n n+i,0xa n 1,a n n+1,0xa
+1 r+2
=M.8 + M. +MC.
n 1,a n 1,a n n+1,0xa
r+2
= M.€ :
I n 1,a n n+1,0xa
- J“r‘g + Mr#(s-r*l)’ )
n 1,a n n+1,0xa
Assim,
" c <t t5. M+ 5T M
n n+1,0xa n n+1,0xa n
Como ¥ a & um & -médulo livre, segue entéo que
(fo[R) n+1,0xa
(2) My ac<lt,...  t5Me + 45 My a,
n (fo[R) n f n+1,0xa n (foIR)

onde ef = 8n{33 of'} esta identificado de maneira o6bvia com
i .
a a
gn{5§:°(f X IR) }, sendo (yi,...,yp) um sistema de coordenadas

locais para (RP,0). Esta identificacio também nos da

tf(Gt) c t(f x IR) (Gt).
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tf(ec) c t(f x I[R) (e .

/“8’10 C Ms+1\ll a
n f n (folR)

Considerando ainda Sp*{ 0

om } identificado com & {2on® 1,
qdy ' p P+

. a 8y, p

temos também

a
w(f,w)(quen ) ¢ wo(qu\Ifna ).
o p+1

A hipbtese e as quatro Gltimas inclusdes implicam que ﬁief
esta contido no lado direito de (1). Como este lado é fechado para
a multiplicacéo por t, de (2) segue entdo (1).

Agora, pelo Lema de aproximagdo (2.3.4), podemos concluir
que a inclusdo (1) se mantém quando substituimos foIR por qualquer
caminho F : (R"x R,0x[0,1]) — (RPx R,0x[0,1]) tal que cada ft

tem o mesmo s-jato que f :

r a, na a ~a a s-r+l r
(3) Mn\llra c tF (Bt) + tF (Bc) + Wy (Mp‘q\l’":ﬂ) + Mnﬁl,Oxa'anFa .

0O resto do argumento ¢é para mostrar que o termo

s-r+1 o
.M V¥ a ¢é redundante.
n+1,0xa n F

Sejam C = Mnef‘ (o} n f nF '’ 4] nF '’

~

B = tFa(E:), D= tF6%) , A=wy (M Va ).
) < p*q



32

Assim, (3) se expressa como

(4)E:ocf3+D+:A+Ms'”1

n+1,0xa O )

Seja

~ A *
5 a
B’ =B+ [((¢ x IR) ) (ﬁ2+1,o

RE (z‘)'(m:'“ )IC

+q+1,0xa

considerado como um & -submédulo de C.
n+1,0xa

{

De (4), segue que C_ c B’ + D + A + pETH _
o n+1,0xa O

Entao,

. AR s-r+l Ly _
chm[R C/(B’ + Mn+1,0xaC) =

dimg, C/(C_ + M C) + dim, (C_+ B’ + MY oy a5

» n+1,0xa n+1,0xa

s < - N s-r+1 7 - s-r+1
=< dlm[R C/Co + dimIR (B + D+ A+ Mn+1,0xaC)/(B + Mn+1,0xac) =<
PN a »* dl+1 ~ ~
sc + dim]R A/((y7) (Mp+q+1'0xa)A + M1,aA)
+ dim_ D/( 1)%)" (# D
imp D/((p x 1p)™) (M D =

=c+a +d=s -r.

Logo, pelo Corolario (2.2.2) do Lema de Nakayama,

14_1

+q+1,0xa

s-r+1 7 ez ak a* 4 -
n+1’OMC c B'=B+ [((p x IiR) ). (Mq+1,0xa) + (¥ (Mp )]C.
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Multiplicando esta inclus@o por M:'l, obtemos :

s-r+1 d’ +1 -
n+l, Oxaco < B * [(((0 X I ) ) (Mqu,o ) * (7 ) (M pP+q+l, Oxa)]co'

Isto em (4), nos da

~ - " - a.* d’ +1
(S)CocB+D+A+[((¢xIR))(M ) + (7)(/“

C ..
q+1,0xa +q+1,0xa)] 0

~

Se ja ev, : C — C definida por eva(c) = o|R'xa , e sejam

B ==ev(B), D = ev (D), A = ev (A). Sejam C° = C_ + B + ;\,
a a a o}

-~ *
D’ =D n (Co + B+ A), D) =0 ((¢p x IR)a) (8q }-médulo gerado

+1,0xa

por D’.

Temos :

dimlR D/D’ dimlR D/D n (C0+ B +A) = dimIR (D+CO+B+A)/(Co + B+ A) =

1A

dimIR C/C0 = c.

Portanto, pelo Corolario (2.2.3) do Lema de Nakayama, D’

gerado como um ¢ (8 )-m6dulo por ¢ elementos ¢ = d’. Entédo, D’ ¢é ge

rado por ¢ elementos como um ((¢ x I )® ) (& )-médulo.
q+1,0xa

Afirmamos que

~

- s, a,* d’ +1 ,
() C" =B + D'+ A+ [((¢p x IIR) ) (Mqﬂ’o )+(2° ) (M +q+1,0xa)]c .
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De fato :
De (5) segue que

N -

LS - ~ *
C'=B+DnC’'+ A+ [((goxIlR)‘) (M
q+

| a, % . d'+1 .,
l,Oxa)+ (7 ) LMp*q+1,0xa)]C ’

Entao, para mostrar que o lado esquérdo de (6) esta contido
no lado direito de (6), basta mostrar que D n C’ estad contido no
lado direito. Mas, pelo lema de aproximagao, DnC’‘c

~ PN A~ »
c D'+ M CceD+ ((p xI)%) (M
‘ 1,a R

}JC’, portanto, D n C’ esta
’ q+1,0xa

contido no lado direito de (8).

’ Agora, para mostrar que o lado direito de (6) esta contido

no lado esquerdo de (6), basta mostrar que D’ est& contido no lado

esquerdo. Seja entdo &8 € D’; logo, & = o, + o, + 0, como, € A,

~ ~

o, € B, o€ Co' Pelo lema de aproximagdo, segue que o, € A+ C0 ,

~ ~

3
o €B+C; ec €eC poisC «C + M C . Assim, 6 € C’.
2 0 3 ) 0 0 1 o

,a
Portanto, (6) esta provado.

Seja, agora, p: C — C/B a projegio, C’ = p(C’),

al
"

p(f:o), D =p(D), D' = p(D’), & = p(A).

Entao, de (B6), vem :

RN N N

=, =, - a,*
(7) C’' =D+ A+ [((qJ X I!R) ) ('M p+g+1,0xa

+1,0

A seguir, provaremos que C’ é finitamente gerado como um

L 3
() (& )-médulo .
p+q+l1,0xa
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Como Co € um 8;* -médulo finitamente gerado, Eo também

1,0xa

o é. Por (5), temos

dim. €/ (M C = A% A
me 0/(7/ ) )Co = dimg A/(y7) (M JA +

p+q+1,0xa p+q+1,0xa

+ dimy D/((p x IR)°)*(M YD < o .

q+1,0xa

Logo, pelo Teorema de Malgrange (2.2.4), Eb é finitamente gerado

*
como um (5°) (& }-médulo.

p+q+1,0xa

—_ — —-— »
Portanto, C’ = Col + A & um (¥) (&

)-médulo fini-
p+q+1,0xa .

tamente gerado.

Podemos entdo aplicar a Proposicdo (2.2.5) a (7) para

obtermos

ou seja, C' =B+ D' + A .

~ ~ ~ * -~
Por outro lado, como D’c D n C'+((¢ x IR)a) (M c’,
g+1,0xa

temos

~ ~

PR A ~r a* "y
C -B+DnC+A+((«>xI[R))(Mqﬂ,o“)C.
Agora, primeiro considerando o quociente C’/(B + A) e

depois aplicando o Lema de Nakayama, obtemos C’ = B+ DnC'+ A

donde
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ou seja :

r a ~a a ~a a
(8) Mn\I/Fa c tF (Bt) + tF (Gc) + Wy (qu‘Pn:ﬂ).

Como isto acontece para qualquer a € [0,1], (0) esta veri-
ficado; o que, como Ja fol dito, é suficlente para provar a propo-

sigao.

'(2.3.6) Corolario

Seja f : (R",0) — (RP,0) tal que :
r v Ss+1
Mnef c tf(Bt) + tf(ec) + w(f,w)(ﬁ%+q9np) + Aﬂ) Gr ,
com s = s(r) como na Proposigdo (2.3.5).

Entéo,

I
Mneg c tg(et) + tg(ec) + w(g,w)(ﬂ%*qenp)

para qualquer germe g : (R",0) — (F°,0) com o mesmo s-jato

que f.

Prova

Os argumentos da prova da Proposigdo (2.3.5) se aplicam com
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F substituido por g x I ; o resultado & exatamente a res

(R,(0,11)
n

trigéo de (8) (para qualquer a € [0,1]) sobre R" = R” x a.

Para obter uma condig@o. necessaria para a ¢ - determinagéo

finita, é preciso mals estudo geométrico.

Suponhamos que ¢ : (R",0) —» (R%,0) seja d-infinitesimal-
mente estéavel.

Denotemos por ?;(p) o grupo‘dos s-Jjatos de elementos de
§¢(p) . ?;(p) é um grupo de Lie.

Consideremos o espago J:(n,p) dos s-Jatos de elementos de
€o(n,p).

A'acéo de ?w(p) sobre 80(n,p) induz uma acio de g;(p)
sobre JZ(n,p) definida por  (j°h, k). J°f = j°((h,k).f), para
(h,k) € ?w(p) ef e 86(n,p). Além disso, a acgdo de ?;(p) sobre
J:(n,p) ¢ uma agio algébrica e, portanto, todas as 9;(p)—érbitas
sdo subvariedades mergulhadas de J:(n,p) (ver Gibson [81).

A aplicagéio n° :.So(n,p) — J;(n,p) : £ — J°f leva a
§¢ -6rbita de f sobre a ?;—brbita de jsf.

Considerando agora espagos tangentes, temos o epimorfismo

de R-espagos vetoriais
3
o ﬂnef — Tjsto(n,p)

definido como segue :
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Dado £ € M 9f , tomamos um caminho diferenciavel F em
n

Sb(n,p) por f, F(x,t) = (ft(x),t), tal que —g—f = £ . Entéo,

dt ¢

t=0

colocamos

(€)= %u"ft)

t=0

E facil ver que n°(£) independe da escolha do caminho F.

Evidentemente, ker T = ﬁ§+19f.

Ainda, pelo método usual (ver Mather [15]), pode-se mostrar

que
Ts86 =n(T5 ).
yf o f e
Assinm :
(2.3.7) Lema
Se f : (R",0) — (RP,0) é r-¢ -determinado, entdo
r+l s+1
Mn 6f C ngw + Mn 6r para qualquer s = 0.
"Prova

Como em Du Plessis [5]
Se f é r-¢ - determinado, entéo
{germes com o mesmo r-jato que f} c {germes ¢ - equivalehtes a f}.

Tomando s-jatos,
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{s-Jatos dos germes com o mesmo r-jato que f}

< {s-Jatos dos germes ¢ - equivalentes a f}.

Passando a espagos tangentes em Jsf.

8, ,r+1 s
n (Mr1 Gr) cn (ngw)'

s ust1 ~
Como ker m = M 9f , segue entdo que
n

K% c18 + #% .
n f £ n

Quando, além de ser d-infinitesimalmente estavel, o germe ¢

€ tal que 9o = Gt + GC, uma condig&o necessaria para a r-¢ - deter

minagéo & a seguinte :

(2.3.8) Proposigéo

Se £ : (R",0) —s (RP,0) é r-¢ - determinado, entdo

r+1

Mn GRS Tf§¢ (=tf(et) + tf(ec) + w(f.w)(ﬂﬂwqen )).

Prova

Do lema anterior, com s = s(r + 1) tal como na Proposigéo

(2.3.5), temos :
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A% cT185 + &% .
n f £ n f

Ent&o, pelo Corolario (2.3.8) (com f = g),

r+l

M 8 cTY .
n f f @

Combinando os resultados deste paragrafo, Ja podemos

enunciar o resultado central deste capitulo.

(2.3.9) Teorema de Caracterizacéo

Suponhamos que ¢ seja d4~infinitesimalmente estavel e que

60 = et + ec . Entdo, para um germe f, as seguintes condigdes sao

equivalentes :

1) f é ¢ -~ finitamente determinado .

2) Para algum inteiror, #'6 c T§ .
n f f ¢

3) dlm'R Mnef/ngw < o,

4) Para algum inteiror’, M 8 c T §° .
n f £

. e
5) d1mIR ef/ngw < o .
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Prova

|

As Proposigdes (2.3.8) e (2.3.5) dao,
1) 2 2) e 2) 3 1).
2) = 4) trivialmente.

l“l
4) = 5) porque dimIR er/Mn 9f < o,

5) = 3) porque dimy ng;/Tf§¢ <.

Resta mostrar 3) = 2).

s k ~
Se ja dk = d1mR Mnef/(Trgw + Mnef). Entéo,

tal como na

respectivamente,

, para todo s =z r. Em

= = ... = = = .
0 d1 = dk = = dim[R Mnef/ngw < ®
Entdo, existe um inteiro r tal que dr = ds
particular, d = d ., com s = s(r)
r s+1

(2.3.5). Logo,
MHe cT8 + 4% .
n f f @ n f
Portanto, pelo Corolario (2.3.6) (com f = g),

MHe cTE .
n f f @

Seria interessante saber se a igualdade

Proposigéao

=6, + 6 (e
o

i c

como conseqiiéncia o Teorema acima) se verifica para todo germe ¢

d-infinitesimalmente estavel.

A resposta a esta questdo depende

essencialmente de um melhor entendimento do 4-grupo de isotropia

de um tal germe.
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Com relagéo ao grau de ¢ - determinagdo, ainda nao conse-
guimos melhorar a estimativa {muito grande) obtida por Egusquiza.
Entretanto, em muitas situagdes, ¢é possivel obter o grau exato,

usando o resultado abaixo.

(2.3.10) Proposicgéo

Suponhamos que ¢ seja dA-infinitesimalmente estavel e que

90 = et + Gc . Entso, um germe £ : (R",0) — (RF,0) é r-¢ - deter

minado se, e somente se,

Mrﬂe cTE + Ms(r+1)+le
n g 9 ¢ n 9

para todo germe g : (R",0) —> (R",0) com o mesmo r-jato que f,

sendo s(r + 1) tal como na Proposigio (2.3.5).

Prova

Para a prova, precisamos do seguinte lema geral :

(2.3.11) Lema de Mather

Seja G um grupo de Lie agindo sobre uma variedade M; e seja
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V uma subvariedade conexa de M. Ent&o, V esta contida em uma s6

6rbita se, e somente se,

a) Para todo v € V, TVV C Tv(G'V)’
b)) dim TV(G.V) é a mesma para todo v € V, ou
b)’ V=ml(x") para alguma G-submers@o m : M — M’ , onde

x’ e M.

Prova

Ver Mather [18].

Voltemos a prova da Proposicdo (2.3.10).

Seja V = (ns“ﬂ)’r)-i(,jrf), onde m="tihT . J:(”1)~—> J;

€ a projecdo candnica. V é claramente uma subvariedade conexa de

Js(r+1)
o .

Tendo em vista a Proposigdo (2.3.5), n&o ¢ dificil

verificar que f é r-¢ - determinado se, e somente se,

Ve gs(r#l)(Js(r¢1)f).

s(r+1),r gs(r‘-ﬂ»l)

é uma

E claro que = ?;“W1)

-submersio (onde
age sobre J; via projegdo a §;). Entdo, de acordo com o Lema de

Mather (2.3.11), V ¢ §;“w1)(js“w1)f) se, e somente se,

TJS(r+1)g V ¢ Tjs(r«vi)g (gz)(rﬂ)(‘js(rﬂ)g))’

s(r+1)

para todo J g € V.
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Mas, esta Ultima inclusdo é equivalente a

Mrﬂe cTE +Ms(r+1)¢1e ’
n g 9 ¢ n 9

para todo g com o mesmo r-jato que f.

Portanto, a prova estéd terminada.

A seguir, faremos alguns célculos de grau de ¢ - determi-
nagédo. Nestes calculos, como nos outros que serdo efetuados ao

longo deste trabalho, usaremos as convengdes :

1) Sendo (xl,...,xk) o indicado sistema de coordenadas em

(Rk,O), 8k seréd escrito 8(x e analogamente para ﬁ&.

NEREEL

2) 6f serd identificado com (Sn)P via sua base livre { 33 of}
i
para o indicadoc sistema de coordenadas (yi,...,yp) em

(RP,0).

(2.3.12) Exemplo

i;./.([R’,O)

Consideremos os germes (R2,0) dados

¢\N(R,O)
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c
n

fix,y) x> + sxy2

por

]
n
1+
[y

<
i

p(x,y)

"
<

f & 3-p - determinado.
De fato :

Seja g : (R5,0) — (R,0) tal que j°g = j°f

; entao

g=f'+h,comhe/ﬂ4 .
/ (x,y)

De (1.2.8), temos :

Tq§¢ = tg(/ﬂ(x e"x) + tg(Myey) + wlig,p) (M 6_)

Y} (u,v) T
u

“(mD>, T<EHD,

*
+ (g,9) (M(u ).
(x,y) y

» V)

Assim, ngw ¢ formado pelos o € M(x tais que :

YY)

(*) o(x,y) = (3x° + ey® + gg(x,y))i(x,y) + (2exy + g—g(x,y))v(y)

+ (X + cxy2 + hi(x,y).,y) ,

onde £ € M veM ,ne M
(x y

)’ (u,v)’
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Tomando no lado direito de (*),

_le2 €2 _ - _ 12
a) £(x,y) = X gy V= 0, nlu,v) gv
=1 N =
_ 12 _ _ _Ft 4
c) g(x’y) = §y y UV F 0 ’ T)(U,V) = 4V ’
d) €='0 viy) =—1——y2 n=0
’ 2e” ’

e) €=0, v =0, n(uyv) = v,

obtemos, respectivamente,

x*, X%y, x%y%, xy°, ¥ e tg(fo

2
2] + 1g(Me ) +
y) nx) 8! y y)

4 5
+ w(g,w)(ﬁﬂu'v)enu) + Aﬂx,y) .
Portanto,
(1) # 8 c tg# 6 ) + 1g(M% ) + wig,e)(#' o ) +
(x,y) g (x,y) nx y y ' (u,v) nu
5
(xpy)eg )
Indutivamente,

) A{ ) r—2 r—2 r
( r) x %9 c tg(M(x’y)enx) + rg(My ey) + w(g,qp)(/ﬂ(u’v)enu) +

r+1

, Vrz5,
(x,y) g
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Substituindo sucessivamente (Zr) em (1), vem :

!

4

2
(x, y)eg ¢ tg(M(x,

2 4
y)e"x) + tg(Myey) + w(g,w)(M(u’ e_) +

vl T
u

# 6 ,vees.
(x,y) g

Pela Proposigdo (2.3.10), segue entdo que f é 3-¢ - determi
nado, coincidindo com o grau exato da #-determinagéo de (f,¢) (ver
Du Plessis [5]).

[}

E facil completar os calculos acima para mostrar que

€ =TE® 0 <x>
f o

(x,y) R’

(2.3.13) Exemplo

5/;(R,0)

Consideremos os germes (RZ,O) dados

a\N(R,O)

c
"

f(x,y) x* + Xy + xay

por

<
L}

p(x,y)

n
<

f & 5-¢p - determinado.
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De fato :

Jsf ; entéo

Seja g : (R%,0) —» (R,0) tal que vjsg

6

g=f +h, comhe M .
(x,y)

De (1.2.8), temos :

tais que :

Assim, TS ¢ formado pelos o € M
g @ (x,y)

(*) olx,y) = (ax® + y + 2xy + g;(x,y))i(x,y)
bx o+ X2+ g—’y‘(x,y))u(y)
+ n(x4 + Xy + xzy + h(x,y),y),

onde € € M , veM , ne M
. (x y

»Y) (u,v) *

Tomando no lado direito de (*),
a) §(x,y) =x,v=0, n=0,
b) £=0, viy) =y, n=0,

c) €=0, v=0, nuv)

I
=4

obtemos, respectivamente :
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6

4x4 + Xy + 2x2y , Xy + xzy , x4 + Xy + xzyve TS + M .
9@ (x,y) g

Temos :
2 4 :
Xy Xy X
1 2 4
=-1=0.
1 1 0
1 1 1
]
Portanto,
Xy, x2y , xX*eT§ + #° ,
g ¢ {x,y) g
donde
(1) xyk+1. xzyk*l, x4yk eTS + #% o , para k =z 0 .
g ¢ (x,y) 9

Tomando £(x,y) = xk(k 21), v=20, n=0enm (*), obtemos :

ll;xk"3 + xky + 2xkﬂy €eTS + ©** e , para k =z 1 .
9 ¢ (x,y) g

Considerando isto para k, k + 1 e k + 2, concluimos. que

(2) xky € Tg§¢ + M?;ky)eg , para k = 1.
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Logo,

2+k+s
3 e TS + M 6 , parakz1, sz 1.
(3) xy 9 ¢ (x,y) g P

Portanto, para mostrar que

r+1

M 06 cTG + M 6 , parar z 6,
(x,y) g g ¢ (x,y) g
basta verificar que
r r+1
X €e TG + M , parar =z 6
g ¢ (x,y) g

Tomando em (*),

x>, v=0,7=0,

a) €(x,y)
2

b) £(x,y) y,v=0, 9luv) = ~v

obtemos, respectivamente :

8
(x,y) g

(4) 4x° + xsy + 2x4y € Tg§¢ + M

(8) 4x3y + 2xy2+ termos mistos de grau 6 + termo em yS € Tg§¢ +

7

+ M .
(x,y) g

Usando (*), (1) e (3) em (5), obtemos :
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3 7
6) xXyeT§ + M o .
(6) Y 9 ¢ (x,y) g

i

Agora, de (4), (3) e (6), vem :

7

6
x €TG + .
9 ¢ (x,y) g

Assim,

(7) M‘fx 0, € TE + M

g ¢ (x,y) g '

'Y

i

8

s 7
Continuemos para mostrar que x € T§% + M .
9 ¢ (x,y) g

Tomando em (*),

a) €(x,y) = x* ,vp=0,9=0,

b) € =0, v(y) = -ya. n{u,v) = u.v

obtemos, respectivamente :

9

7 4 5
(8) 4x" + Xy + 2xy € Tg§¢ + (x’y)eg ,

(9) x4y + termos mistos de grau 7 + termo em y7 € Tg?w +

8

+ M e .
(x,y) g

De (9), (*) e (3), vem :
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8

4
(10) xy € Tg?w + M(x.y) .

Logo, de (8), (3) e (10), obtemos :
x €eTE + M e .
g ¢ (x,y) g
Entéo,
6 cT§Y

+ M .
(x,y) g 9 ¢ (x,y) g

Agora, tomando em (*),

a)§(x,y)=x5,v=0,n=0,

b) €=0, v=0, nluv) =u,
c) E(x,y)=x3y, v=0,n=0,
2
d) £€(x,y) =xy,v=0,n=0,
obtemos, respectivamente :
4x8+x5y+2x6yeT§ + #° ,
g ¢ (x,y) g

x° + 2xsy + 2x6y + xzy2 + 2)1:3512 + x‘ly2 + termos mistos de grau 8 €

eT§q + ”© e ,
a @ (x,y) g
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9

4xsy + x3y2 + 2x4y2 €Ty + M .
9 ¢ (x,y) 9

/

4xsy + x2y2 + 2x3y2 + termos mistos de grau 8 € Tg? + M e

¢ (x,y) g '

Usando (3) para xsy, (10) para x‘yz, obtemos entéo :

4x® + xsy, <+ 2x5y + xayz, 4xsy + x2y2 € Tq?(p + 42 8

(x,y) g ~
Como
8 2 2
x Xy | xy
4 1 0]
! =-9=%0,
1 2 1
0 4 1
segueqhe
8 5 22 8
X, Xy, X €eTE + M e .
y y g9 (x,y) g
8 9
Portanto, M 86 cTS + M e .
(x,y) g 9 ¢ (x,y) g

Dando continuidade aos célculos, pode-se mostrar,

bastante trabalho, que :

6 cTE + 4% o |,
(x,y) g g ¢ (x,y) g

e assim por diante.

com
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Logo, substituindeo sucessivamente

5)M o0 cTS +#7 o (rz7)
r (x,y) g g (x,y) ¢
em {(7), vem :
B o cTs +48 o ,ve=7
(x,y) g 9 ¢ (x,y) g

Portanto, pela Proposicéo (2.3.10), f & 5-¢ - determinado.

Além disto, com mais alguns poucos calculos, verifica-se

que

g =TE o <x>
£

(x,y) R °

Observemos que f ndo é 4-¢ - determinado. Com efeito, con-

tinuando os céalculos, podemos novamente aplicar o Lema de Mather a
4 2 s 4 3 2 2.3 4 S
X +xXxy+xy+ax +axy+ax + ax +axy +a
Yy Yy o XY o y =Y Y 5y
= s 5 :
para mostrar que a acdo de §¢ sobre Jo tem duas érbitas :

4 2
X 4+ Xy + Xy , correspondendo a a =# 4,
o

4
€ X + xy , correspondendo a ao = 4.
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(2.3.14) Exemplo

!

g/z(R,O)

Consideremos os germes (R2,0) dados
| N (R,0)
u=f(x,y)=x2-y2+x3+y3
por
2 2
v=oplxy) =x +y

f é 3-¢ - determinado.

De fato :

Seja g : (RZ,O) —> (R,0) tal que jg-= j3f ;

4

g=f+h, comh e Aﬂx,yf

De (1.2.9), temos :

ngq) = tg(<£t>g

*
. y)) +tel<g > (QV)) + wlg o) (M

Y- Y TR |
onde Et = “Vax + x§§ e Er = Xz + yay .

Assim, TS ¢é formado pelos o € M
9 ¢ (x,y)

v)

tais que :

e

T
u

)

entéao
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(*) olx,y)

dh dh
[ (-4-3x+3y)xy - yé;(x,yh x5§(x,y)] o(x,y)

+

[2(x2—y2) + 3(x3+y3) + xa—l—](x,y) + y@(x.y)]p(xzivyz)
ax ay
+ x> y% + O ¥ nixy), X+ YR,

com ¢ € & , pEE , neM
(x v

»Y)

(u,v)’

Como (-4 - 3x + 3y) é inversivel, vé-se facilmente que

(1) x**y**t e tg(<g> jus ) + #**%9 | x,s = 0.

yy) ’
(x,y) (x,y) g

Seja £ =z 4. Consideremos dois casos :
a) L par, L= 2q (q 2 2).
Tomando ¢ = 0, p =0 e n{uy,v) = v em (*), obtemos :

(x° + y)9 e wig, o) (M 6 ).

(u,v) T
u

Mas, (x° + yz)q = xe + ye + termos mistos de grau ¢&.

Logo, por (1),

(2) xe + ye € tg(<€> L2 ) + wig, (M o8 )+ M&z e .
t M(x v) (u,v) 1tu (x,y) g
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Agora, tomando ¢ = 0, p =0 e 7(u,v) = uvq'I, obtemos :

i

(x° - Y= + ¥ e wig, o) (M 0 ) + 4 e .
(u,v) ‘l'tu (x,y) g
Como (x2 - ya)(x2 + ya)q-1 = xe - ye + termos mistos de

grau ¢, por (1) segue entdo que

(3) xe - ye € tg(<€t>ln8-2 ) + wlg, )M 8 ) + b

e .
(u,v) T (x,¥) 9
(x,y) u
]
De (2) e (3}, vem :
xz, yee tg(<€ > b2 ) + w(g, )M 6 )+ & 6 .
t M (u,v) T (x,y) g
(x,y) u
b) & impar, £ =2q + 1 (q = 2).

Neste caso, tomando ¢ = 0, p(v) = vite quv) = -2uv??

em (*), obtemos :

3 3,,.2 2,q-1 q
(x™ + y)(x" + y7) € tg(<€r>¢"(M3-1)) + w(g.(P)(M(u’v)Bnu) +

+ MZH

e .
(x,y) g

Por argumentos analogos aos usados anteriormente, temos

que :
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"N .

(4) x +y € tg(<€t>M£-2 ) + tg(<§r>w (Mq—l)) +
(x,y) v
v olg o) (M0 8 ) + A

wie.¢ (u,v) LS (x,y) g

A seguir, consideraremos as duas possibilidades :

b1) q par .

q

Tomando ¢ = 0, p = 0 e 7n(u,v) = u? - v¥ em (*), obtemos :

q
(x* - ¥y + (1](x2 -V YY) - Py e

A
u,v) T (x,y) g
u

€ w(g,w)(M?

q
Como q é par, (x° - yz)q + [1](x2 - yz)q'l(x3 + ys) - (X + y2)q =

q
= [1](){2 - ye) + termos mistos de grau ¢ -1 e L

Por (1), segue entédo que :

5) xt - y e tglce > ts )+ wlgmp) M o )+ 4 6 |
t M(x v) (u,v) nu (x,y) g

Portanto, de (4) e (5),

L ¢ - q
() X,y € tel<gylo ) v ta(<E ) + (e ) 0,

L+t

+ M 6
(x,y) g
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para £ = 29 + 1, com q par.
b2) q impar (q z 3).

De (6), para € -2 =29 -1=2(q - 1) + 1, temos :

xe'z. ye'2 € tg(<€> b5 ) + tg(<§r>¢*(Mq-a)) +
(x,y) v
+ulg, ) (MY 8 )+ b1 e
' (u,v) n (x,y) g ~
Assim,

»*

2 2 -2, 2 2
(x™ + y9), y “(x + y°) € tg(<§t>m(£;2y)) + tg(<§r>w (M3-1))+

-2
X

£a1

q
* w(g,q))(M(u’v)enu) * (x,y)eg
Usando (1), resulta entéo que :
(7) x5yt e tglce> b2 ) + tgl<€> * a1.) + wlg @) (M 8 )+
! _ t M re (A7) ’ (u,v)
(x,y) v u
£+1
* M(x.y) 9

Dos célculos acima, concluimos que :
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S

(M # e cTE +
9 ¢ (x,y) g

(x,y) 9

£+1 0

, Viz 5
(x,y) g

(2) # 6 cTS + A
(x,y) ¢ g ¢
Substituindo sucessivamente (22) em (1), vem :
4 0 cTS + M 6 ,Vrz5,
9 ¢

(x,y) g (x,y) g

Assim, pela Proposigdo (2.3.10), f é 3-¢ - determinado.



Capitulo III

Desdobramentos e formas normais de singularidades de codimen-

sdo = 1.

§1. Teoria de desdobramento para a ¢ - equivaléncia e £~-equi-

valéncia.

Neste paréagrafo, estudamos as propriedades dos desdobramen-
tos ¢ - transversais, 4 -transversais e o relacionamento entre es-
tes dois conceitos. Um resultado Gtil estabelece uma correspondén-
cia que associa a cada desdobramento £ -transversal de (f,e) um
desdobramento ¢ - transversal de f, quando ¢ é 4-infinitesimalmen-

te estavel.

(3.1.1) Definicgao

Consideremos um germe f : (R",0) — (RP,0). Um desdobra-
mento a r parametros de f é um germe F : (R"x R',0) — (RPx R",0)

da forma F(x,u) = (F(x,u),u) com F(x,0) = £(x).

Para indicar que o germe F é um desdobramento a r paréame-
tros, escreveremos (F,r).

Ainda, escrevendo ui,....u para as coordenadas canbénicas
r

61
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af

sobre R', definimos 8 F € @ por 8 F = — , para 1 =1,...,r.
i £ 1 au‘ u=0

0 subespago vetorial real de Bf!gerado pdr BIF,...,BrF sera deno-

tado por < alF,...,arF >R .

Por outro lado, o seguinte resultado é bem conhecido.

(3.1.2) Lema

Dados Gv...,O} € 9r , eXiste um desdobramento (F,f) de f
tal que 6‘F =0, (1t =1,...,r). .
Prova

Para cada i , 1 = i = r, 0} pode ser considerado como um

germe de aplicagiio (R",0) — RP. Definimos um desdobramento (F,r)

de f por

r
f(x,u) = f(x) + % u‘ai(x).
1=1

Entdo, claramente alF =0 (i =1,...,r), como desejado.

(3.1.3) Definigdo

Consideremos (R%,0) £ (R",0) —£—% (R°,0). Um desdobra-

mento (F,r) de f é ¢ - transversal se



63

Em outras palavras, (F,r) & ¢ - transversal se, dado

ce€6 ,existem€eob , ped ,neo (n:[RxR,0) — (R’,0)
£ n q “pP

projegéo sobre o primeiro fator) e numeros reais a,...,a , tais
r

que :

q
n

r
df (€) + ne(f,@) + £ alaiF
1=1

o
i}

dep(g) + pog

(3.1.4) Definigso

Consideremos (R%,0) «¥ (R",0) —£—+ (R”,0). A ¢°- codimen

séo de f, denotada por cod(§;,f), ¢ a dimensdo real de 9{/Tf§; .

(3.1.5) Observemos que se f admite um desdobramento (F,r)
¢ - transversal, entéo cod(?é,f) = r. Logo, a dimens&o minima do
espéqo dos paréametros de um desdobramento ¢ - transversal de f é
s = cod(?é,f). Na realidade, se Tloees0O € 9f se proJjetam sobre
uma base do R-espago vetorial 9{/Tf§; , e se (G,s) é um desdo-
bramento de f tal que alc =0 (i=1...,8), entdo (G,s) é um
desdobramento ¢ - transversal de f com dimensdo minima do espacgo

dos paréametros.
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(3.1.6) Proposigéo
q 14 n f p
Consideremos (R',0) e— (R ,0) —— (R",0), com ¢ germe de
submersdo ou de Morse. Entao, f admite um desdobramento ¢ - trans-

versal se, e somente se, f é ¢ - finitamente determinado.
Prova

Isto segue facilmente do Teorema (2.3.9) e do Lema

(3.1.2). ¢/

(3.1.7) Proposicao

Consideremos (R%,0) <& (R"x r?, 0) —£—+ (R”,0) , on-
de ¢ ¢é a projegdo ¢(x,y) =y . Suponhamos que o
germe (f,9) : (R"x RY,0) —  (R°x R%,0) desdobre o germe

£ (R",0) — (RP,0). Entao, cod(sde,fo) = cod(!-.‘?;,f) +q.
Prova ~

Seja i . 9f - 6r a aplicagdo R-linear sobrejetiva defi-
0

nida por 1*(0) = oot , onde i: (R",0) — (R"x R%,0) é a inclusdo
candénica. Entdo, ker i*= A ef .
q

Pelas definigdes de Tf?; e Tr 4, temos que i* induz um
o
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R-isomorfismo linear

14

af
< By1

TS + Mo T o +
f @ q f !‘o

Portanto, o resultado segue.

(3.1.8) Proposicgao
f
Sob as mesmas hipéteses da proposicdo anterior, (f,¢) é
um desdobrame nto d-transversal de fo se, e somente se,
cod(8°,f) = 0.
U

Prova

Isto é uma conseqiiéncia do Teorema de Malgrange (2.2.4), e
é, em outras palavras, o "lema algébrico da teoria do desdobra-

mento” em Martinet [13].

(3.1.9) Definicao

Consideremos (f,¢) : (R",0) — (RPx R%,0). Um desdobramen-

to (G,r) de (f,¢) & & -transversal se
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4° + < 8.G,...,8G > =8

T(r,qp) R (£,¢)°

A igualdade acima é o mesmo que: dado o € e(f )’ existem

»

€Eeo6, Leob , M € 6 e numeros reais a ,...,a, tais que :
n p+q q 1 r

)

r
d(f,p)(E) + Leo(f,p) + Zaiaic
i=1

Q
"

o
]

dnq(c) + Hom

onde L (R°x R%,0) — (R%,0) & a projegio sobre o segundo fator.

(3.1.10) Um desdobramento (G, r) de (f,¢) é da forma

G(x,u) = (F(x,u),p(x,u),u) (x e R, ue R) com F(x,0) = f(x) e
¢(x,0) = @(x). Assim, (G,r) d4 origem a um desdobramento (F,r) de
f e a um desdobramento (o,r) de ¢, definidos por

F(x,u) = (f(x,u),u) e &(x,u) = (p(x,u),u).

Ent8o, considerando as identificagdes e e = en @ en e
p+q
p q

6 =6 ©6 , dizer que (G,r) é 4 -transversal significa
(r,¢) £ @

ue, dados o € O e o €60 existem € 6 € 0 € 6
que, 1 £ 2 o' 3 o M q’ n 14
P
€ numeros reais ai,...,a , tais que :
r

r
df (§) + ne(f,9) + = aiaiF -
1=1

Q
i

r
dp(g) + pep + X aiaitb
1=1

q
]

2
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(3.1.11) Definigéo

Consideremos (f,p) : (R",0) — (RPx R%,0). A £ °- codimen-

sio de (f,¢), denotada por cod(d °,(f,p)), & a dimensdio real de

~e

e(f,(p)/r(f,{p)‘a

Relativamente aos dois Ultimos conceitos, a observagéo
(3.1.5) se aplica palavra por palavra & £ - equivaléncia.

Observemos também que cod(«, (f,)) = cod(d °, (f,¢)).

(3.1.12) Proposicdo (Invarianca da £ - codimensio)

Se dois germes (f,¢), (g,¢¥) : (R",0) —> (RPx R%,0) sao

AN—equivalentes, entédo éles tém a mesma_dfe—codimensao.
Prova

Sendo (f,¢) e (g,y) germes # - equivalentes, temos um dia-
grama comutativo

14
(R",0) £.0)  (rPx R%,0) —s (RY,0)

| b

: n
R",0) (&Y, (gPx RY,0) —% (RY,0),
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com h, k e £ germes de difeomorfismos.

Seja Q2 : 6 — 6 o R-isomorfismo linear definido
(£, ) (g,¥)
por Q(c) = dkoooh™ .

Afirmamos que a aplicag@o Q induz um R-isomorfismo linear

(2]
(g,¥)

~e

(r,w)d Ttg,!/l)"4

Para provar isto, basta mostrar que Q" esta bem definida.

~ ~e
Seja entdo o € T“nw)A dado por

o = d(f,p)(€) + Lo(f,p)
0=4d 0
"q(C) + nq , € € en , C € ep+q , M € eq
Assim,
Qo) = dkold(f,@)(€) + Zo(f,p)loh™

dkod(f, p)o(€ch™?) + dkoele(f,p)oh’

dlke(f,@)o(€oh™) + dkelo(f,p)oh™}

d[ (g’ ¢)°h] °(€°h-1) + (dKOCOk-l)o(g’ w)

d(g,¥) (dhofoh™) + (dkoZok M)o(g,y).

Além disso,
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dnq(dkocok") d(nqok)o(cok")

d(lonq)o(cok-i)

dee (dn_(£)) ok

dlo(-pom )ok ™
q

~(dlopol ) on
q

Logo, temos:

Qo) = d(g,¥) (&) + Zolg,y¥)
/ = c o
0= dnq(c) + U nq ,
com € = dhofoh™ € 0, T = dkelok € 6, = dlopell €6 , o
n P+q q

~e

que mostra que (o) € T}g.W)A

~e ~e
Portanto, Q(T(f,w)d ) ¢ T(g,w)ﬂ .

Assim, Q* estid bem definida.

Entéo, Q" ¢ um R-isomorfismo linear, e dai, (f,¢) e (g,y¥)

tém a mesma 4 © - codimens#o.
(3.1.13) Corolario (Invarianca da ¢°- codimens&o)
Seja ¢ : (R",0) — (R%,0) um germe fixado. Se dois germes

f,g : (R",0) — (R,0) sio ¢ - equivalentes, entdo éles tém a

€ ~
mesma ¢ - codimenséo.
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Prova

!

Este resultado é obtido da prova da proposigdo anterior,
por restriclo ao espago Eo(n.p) dos germes £ : (R",0) — (RP,0),
considerado como um subespago afim de 86(n.p+q) através do

mergulho £ +— (f,9).

A seguir, estabeleceremos um relacionamento entre o conjun-
to dos desdobramentos (G,r) 4 -transversais de (f,¢), e o conjun

to dos desdobramentos (F,r) ¢ - transversais de f, para,

(R®,0)

X

(Rn,O) , com ¢ d - infinitesimalmente estavel.

R (R%,0)

Mais precisamente, mostraremos que a partir de um desdobramento
(G,r) £ -transversal de (f,p), podemos obter um desdobramento
(?,P) ¢ - transversal de f, e vice-versa. E importante observar
que, em geral, (F,r) ndo & obtido por simples projegdo canbénica de
G(x,u) = (f(x,u),9(x,u),u) em F(x,u) = (f(x,u),u) (ver exemplo
(3.1.17) a seguir).

O relacionamento que temos ém mente, ¢é dado por uma

combinagdo natural das Proposigdes (3.1.14) e (3.1.15) abaixo.

Dado um desdobramento (F,r) de f, F(x,u) = (f(x,u),u),

denotaremos por (Fw,r) o0 desdobramento de (f,¢) definido por
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Fw(x,u) = (f(x,u), p(x),u).

(3.1.14) Proposigao

Nas condigBes acima, as seguintes afirmagdes sdo equiva-

lentes:

" (a) (F,r) é ¢ - transversal.

(b) (F¢,P) ¢ 4 - transversal.
{

Prova

(b) = (a) : E imediata.
(a) 2 (b) : Sejam dados o, € 6, o € @

d-infinitesimalmente estavel, existem £ € @

o, = de(&) + pop .

Usando agora a hipotese, temos :

r

o, - df(§) = df(§) + ne(f,@) + ZasdF
1=1 ’
0 = dp(&) + pep
com € € Gn , H € aq , N € en ;oa., a_ € R
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Logo,

!

r
df (€ + &) + no(f,@) + Z a8 F
i=1

q
-
n

Q
"

dp(€ + ) + (p + Mo

Consideremos agora um desdobramento (G,r) de (f,¢), e sejam

(F,r) e (®,r) os desdobramentos de f e ¢ obtidos de G tais como em
i

(3.1.10).
Como ¢ € 4 - infinitesimalmente estével, segue que ¢ ¢
d-trivial, ou seja, existem desdobramentos (H,r} e (L,r) dos

germes identidades I(R“,O) e I(Rq,O) , respectivamente, tais que

-1 _
L "o®oH = ¢ x I(Rr,O)'

Seja (?,r) o desdobramento de f dado por F = FoH , e consi-

deremos o desdobramento (ﬁw,r) de (f,¢).

Nestas condigbes, temos a seguinte

(3.1.15) Proposicio

(G,r) é £ -transversal se, e somente se, (?w,r) é 4 -trans-

versal.
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Prova

Un calculo direto, usando a regra da cadeia,
-1
L "o®cH = ¢ x I(D'\’r,O) implica

6i0 = dfp(-alH) + 61Logp (i=1,...,r)
Se jam al,...,ar € R. Entéo,
r — —
Zadd=dpl€) + pogp,

i1

r r
com € = Zai(-aiH) , L= Zadl
1=1 1=

mostra que

Logo, parao*leef,o-zee .&een,neen e ueeq,

¥ P

temos a seguinte equivaléncia:

Q
fn

r
df(€) + mol(f,p) + ZalaiF
1=1

r
dp(€) + pep + I aiaid>
1=1

Q
]

r

o = df (£ + £) + nel(f,p) + Z a (8,F + df (8 H))
i=1

o, = dp(£ + &) + (u+ Wop



74

Como aii?‘ = 8 F + df(8 H), o resultado segue de (3.1.10) e

da equivaléncia acima.

Do relacionamento obtido, temos o seguinte resultado:

(3.1.18) Corolario

seja (R%,0) <% (R",00 = (F",0) com ¢ d-infinitesi-

malmente estavel. Ent&o, cod(§;,f) = cod(d %, (£, 9)).

J

(3.1.17) Exemplo

fix,y) =

{
x

Seja (f,¢) : (R°,0) — (R?,0) a cuspide

3
e(x,y) =y + xy.

Consideremos o desdobramento (G,1) de (f,¢) definido por
G(x,y,u) = (x, y3+ Xy - uy2, u).

Afirmamos que G ¢ 4 - transversal.

De fato:

Seja (F,1) o desdobramento constante de f, F(x,y,u)= (x,u),
€ seja (®,1) o desdobramento de ® dado por

®(x,y,u) = (y3 + Xy - uy2. ul.
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0 desdobramento (H,1) do germe ident idade I(RZ,O)’
H(x,y,u) = (x + uy,y,u), € tal que &oH = ¢ x I(R,O)' Assim, pelas
Proposigdes (3.1.15) e (3.1.14), para ver que G ¢é JN—transversal,
basta verificar que o desdobramento (F = FeH,1) de f, F(x,u) =
= (x + uy,u), é ¢ - transversal.lMas, a ¢ - transversalidade de F

¢ uma conseqliéncia da prova da Proposigéio (3.2.3) do préximo

paréagrafo.

Observemos também que =a Proposicéio (3.2.3) ainda nos
garante que o desdobramento constante (F,1) de f nfo é ¢ - trans-

versal.

Para completar a discuss@o sobre desdobramentos, defini-

mos abalixo desdobramento ¢ -versal e desdobramento 4 -versal.

(3.1.18) Definigéo

Seja F : (R° R",0) —> (RPx R',0), F(x,u) = (F(x,u),u), um
desdobramento a r parametros de f :.(Rn,O) —— (R%,0). Seja
h : (R°,0) — (Rr,O), h = h(v), um germe de aplicag@io. A imagem
reciproca de F por h, h*F, é o desdobramento a s parametros de f

definido por h*F(x,v) = (f(x,h(v)),v).
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Consideremos (R%,0) «¥— (R",0) —— (R®,0).

(3.1.19) Definigéo

Um desdobramento (F,r) de f &€ ¢ - versal se, para todo des-
dobramento (G,s) de f, existem um germe h : (R°,0) —— (R",0), e

desdobramentos (H,s), (X,s), (L,s) dos germes identidades I(R" 0y’

1 respectivamente, tais que :

(R°x R%,0)’ I(IR",o)’
f
* -1
Ko(h F JeH =G
@ )

_1_
e Lo(nq e I(RS,O))°K nq X I(RS,O)

onde nq : (RP°x RY,0) — (R%,0) ¢ a projegdo sobre o segundo fa-

tor.

(3.1.20) Definigao

Um desdobramento (F,r) de (f,p) & 4 -versal se, para todo
desdobramento (G,s) de (f,¢), existem um germe h : (R®,0)—(R",0),

e desdobramentos (H,s), (K,s), (L,s) dos germes identidades

1 1 , respectivamente, tais que :

R0 LRPx R%00° L(RY,0

* -1
Koe(h FJoH ~ = G

JoK ' =n x 1

e Le(m x .
( q I(RS,O) q (R%,0)
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(3.1.21) Teorema

i

(2) Um desdobramento F de f é ¢ - versal se, e somente se,

é ¢ - transversal.

(b) Um desdobramento F de (f,p) é £ -versal se, e somente

se, é 4 -transversal.

Prova

/

A prova é obtida pelo procedimento usual da Teoria de Des-

dobramento (ver, por exemplo, Wall [25]).

§2. Estudo da ¢e - codimensao

Neste paragrafo, estudaremos a we - codimensdo de germes f

no caso

(R,0)

y

(R",0)

S

(R,0)

onde nz 2 e ¢ é 4 - infinitesimalmente estavel. Os resultados que
aqui obteremos serfo essenciais para os teoremas de genericidade

do préximo capitulo.
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Antes, introduziremos a seguinte definigéo para futuras re-

feréncias.

(3.2.1) Definigdo

Suponhamos que (f,¢) seja uma dobra (respectivamente uma
cispide). Diremos que (f,¢) é uma dobra transversa (respectivamen-
te uma cUspide transversa) se ¢ for ‘regular; caso contréario,
diremos que (f,¢p) ¢é uma dobra tangente (respectivamente uma

cuspide tangente).

As formas normais destes tipos, com relagédo a 4 - equivalén

cia, sao:

dobra transversa :

(X, ¥ X,..00%x) — (Z % x5, y)
1 3 n
122

dobra tangente :

n
2 2
(%, x,...,x) > (x, xX“+ £ *x9
2 n i
1=2
cuspide transversa :
3 n 2
(x, vy, xa....,xn) — (X7 + xy + T 2% X y)
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cuspide tangente :

n
(%, vy, xa,...,xn)k—e (x, y3 + Xy + Alx) + T £ x7),

(ver Mendes [18]).

Para nosso estudo, consideraremos dois casos:

I) cod(L°,(£,9)) =0

Como ¢ ¢é d4-infinitesimalmente estéavel, temos que

cod(§;,f) = 0 implica cod(«°, (f,¢)) = O.

Mendes em [18] obteve a classificagido dos germes f tais que

ch(?é,f) = 0, a saber :

(3.2.2) Teorema

As seguintes condigdes sdo equivalentes :
(a) cod(§;,f) =0,
(b) (f,¢) & de um dos tipos : germe de submersdo, dobra trans-

versa, dobra tangente, cuUspide transversa.

Para completar a analise deste caso, resta considerar (f,¢)

uma cuspide tangente.
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(3.2.3) Proposigéo

!

Se (f,¢) é uma cuspide tangente, entéo cod(?&,f) =1.

Prova
E suficiente fazer a prova para a forma normal
(£, ) 3 o 2
(x,y,xa,...,xn) — (X, ¥ + Xy + A(x) + Z # x’) , A'(0) = 0.
1=3

Para este germe, o espago tangente estendido Tf?; é dado

pelos campos o € 6f que satisfazem ao sistema :

n
[ (X, y,%_,...,X ) = E£(X,¥,...,x ) + n(x,y3+xy+A(x)+ Tt %)
3 n 1 n 123 i
- ’ 2
) 0 = (y+A (x))El(x,y,...,xn)+(3y +x)52(x,y,...,xn)
2 3 n 2
+ T+ 2xl§i(x,y,...,x ) + p(y +xy+A(x)+ T ¢ xi)
1=3 n 1=3
com 51 € En (i=1,2,...,n), ne 82, u e 8f

Por Mendes [18], a resolucio deste sistema é equivalente a

resolugao da equagio :

() =(y + A" (=3y°))8(y) = ~(y + A’ (-3y*))n(=-3y%, -2y° + A(-3y2))

+ u(-2y3 + A(-3y2)L
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Sabemos que todo germe 8 = 8(y) se decompde em
8(y) = yaly®) + B(y?).

Colocando «(z) = a + zp(z) (a € R), temos
a(y?) = s yop(y®) .

Logo,

3(y) = ay + yop(y?) + B(y®) .

Tomando m(u,v) = - %(v - A(u))p(- g) + B(- %), obtemos :

n(—3y2, —2y3 + A(-3y2)) = ysp(yz) + B(yz) .

Assim,
3(y) satisfaz (*) < %(y) = ay satisfaz (*).

Como A‘(0) = 0, segue que:

7(y) = ay satisfaz (*) < a = 0.

Portanto,
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8(y) satisfaz (*) & a = 0.

!

Disto resulta que ©_-= Trﬁ:; ® <y>p e,  portanto,

cod(§°,f) = 1.
14

I1) cod(, (£f,9)) > O.

Temos as segulntes possibilidades :
111) ¢ € regular,

/

Sem perda de generalidade, podemos supor que

w(xl,xz,...,xn) = X
2 n 2 2
Seja Jf = Zax + ITb x + Z b xx

n
Ent&o, I a? = 0 pois , caso contrario, (f,¢) seria um germe de
i=2

submerséo.

Observemos que a ¢ - equivaléncia permite remover termos

que s6 dependem de X, - Assim, podemos considerar

Denotemos por M a matriz Hessiana de fo em O , sendo

2
fo(xz,...,xn) € Mn_1 definido por fo(xz,...,xn) = f(O,xz,...,an
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Logo, det M = O pois, caso contrario, (f,¢) seria uma dobra

transversa. Portanto, rank M = n - 2 .

(3.2.4) Lema

Seja rank M= (n - 1) - k . Ent8o, f é ¢ - equivalente a um

germe da forma

k+1
Tcxx txo ot + %24+ plx , WX ),
"j 1) k+2 n 1 k+1
J=2
com ¢, eR (j=2,...,k + 1) e p € Aﬁ¢i Além disso, sen-
k+1
do g(xl,...,xk*l) = Jfzcjxixj + p(xl,...,xk+1), tem-se que

cod(?Z,f) = cod(gz,g). E mais, cod(?é,f) = 1 implica k = 1.
Prova

Sendo rank M = (n - 1) - k, por uma mudanga linear de

coordenadas no espago - (xz,...,xn), podemos supor que

+ + %% + 0(3).
J173 k+2 n

o}
]
N MDD
[¢]
x
x
+
b
1+
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Finalmente, aplicando o Splitting Lemma (ver Martinet[13]),

podemos considerar

k+1
2
= + + +
f p) cjxlxj tx + x4+ p(xl, ,xk+1),
j=2
3
com p € Mk¢f
k+1
= + ey .
Se ja g(xl,...,xk‘l) JfzcjxlxJ p(xl, xk+1)

[}
0O espago tangente estendido ng; ¢ dado pelos campos

o€ 9f que satisfazem a equagdo :

g k+1 ag
O‘(Xi. ,Xn) = —'6-;51(3(1) + z —BX—EJ(XI, , X )
1 }=2 ]
n
+ DR ¢ 2x1€1(x1, ,xn)
i=k+2
2 2
+ n(g(xi, ,xk*l) + X o * + X, x ),

com EI € 81, EE € €n (2

"
N
=]
Ne?
=
m
m%

Pelo Lema de Hadamard (ver Gibson [8]), a resolugio desta

equagido é equivalente A resolucio da equacgéo

k
- %8
o-(xl,...,xkﬂ) = ——ayil(xi) + j):

+1

og
—5§—€J(xl,...,xk*l)
2 J

+ n(g(xl,...,xk+1),x1)
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Esta Gltima equacdo determina o espaco T 5; . Portanto,
. g9
cod(§°,f) = cod(8°,g).
0 ( o8
Para a ultima afirmagéo do lema , consideremos o germe
' 3
go(xz,...,xk¢l) € Mx dado por go(xz,...,xk¢1) = g(O,xz....,xk+1L

Podemos pensar (g,¢) como um desdobramento a 1 - parametro

de g .

o Assim, pela Proposicdo (3.1.7), cod(A’,go) = cod(§;,g) + 1.

Como g, € ﬁi , temos cod(Ae,go) 2 (k2 + k)/2. Tendo em vis-
ta a observagio acima, podemos concluir que cod(?Z,g) = 1 implica
k=1.

t

O nosso objetivo agora é a classificacgido dos germes f tais
que cod(§;,f) =1.

Como conseqgiiéncia do lema anterior, podemos reduzir a
analise a um germe f(x,y) € Mg, com f ¢ - finitamente determina-
do.

Pela Proposigédo (4.8) em Du Plessis [S], podemos escrever

(f,¢) na forma:

(f,9)(x,y) = (y© + Qi(x)y .+ Qr_z(x)yr-z, x),

onde Qi(x) (1 =1,...,r-2) é um pplinémio em X sem termo cons-
tante.
Pensando (f,p) como um desdobramento a l-parametro. de
fo(y) =y, temos que se cod(?é,f) = 1 entdo cod(df,fo) =2 .
Portanto, para o nosso propésito, basta considerar r = 3,4.

Temos duas possibilidades :
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(1) J*r =0 .

!

Neste caso, devemos ter r = 4 pois, caso contrario, (f,¢)

seria uma cuUspide transversa.
Entdo, (f,¢) pode ser colocado na forma :
(£,9)(x,y) = (y' + axy + bxy” + x° Gl(x)y + x° Gz(x)yz, x) ,
coma=#*0 .
Com as mudangas de coordenadas na fonte e na meta :

x = X/a U

]
c

y , obtemos :

<

L}
<
<

]

av

£ v txy+ cxy® + xzﬁl(x)y + xzaz(x)yz ,

com ¢ = b/a .

Tomando agora a mudanga de coordenadas na meta :

<
]

u - uval(v)

, obtemos :
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f ; y‘l + Xy + cxy2 + stl(x)y + xaPz(x)yz + xp4(x)y4.

Repetindo mudangas do tipo anterior, podemos eliminar xky,

k 2 2 , médulo termos de ordem suficientemente alta, para obtermos

f p y4 + Xy + cxy2 + szz(x)y2 + xR4(x)y4 .

Tomando a mudanga de coordenadas na fonte :

, obtemos :

Yy - XRZ(X)Yz - R4(X)Y4

<
]

f a y4 + Xy + cxy2 + x2L3(x)y3 + 0(8)
Repetindo mudanga deste tipo, obtemos :
4 2
f~ g=y +xy+cxy + 0(6).

4

Um céalculo direto mostra que dim_ 0 /(T 6° 4+ MSG ).2 1 e
R g 9 ¢ 2 g

que dim_ 6 /(T €% + M%) = 1 se, e somente se, ¢ # 0 .
R ¢ ‘g9 24

Consideremos ¢ # 0. Neste caso, temos :
g p y4 + Xy + xy2 + 0(6).

Pelo Exemplo (2.3.13), y4 + Xy + xy2 é 5-p - determinado,
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portanto,
4 2
f ~ + Xy + Xy .
pt Yy Y Y
Do mesmo exemplo, segue que cod(?é,f) = 1.

(11) j°f = o.

Neste caso, se r = 4 temos que cod(«L,(f,@)) = 2 (ver

Rieger [21]); assim, cod(gz,f) z 2.
Seja agora r = 3. Entdo, (f,¢) pode ser colocado na forma :
3 2
(f,p)(x,y) = (y + ax"y + 0(4), x).

Um calculo direto mostra que dim_ 6 /(T &° + Mo )z1 e
R ¢ £ @ 2 f

que dimIR e /(T&° + M39 ) = 1 se, e somente se, a # 0.
£y 2 f

Consideremos a # 0. Neste caso, temos :

f P y3 + x2y + 0(4).

Pelo Exemplo (2.3.12), y3 * xzy é 3-¢ - determinado, por-

tanto,
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Do mesmo exemplo, segue que cod(§;,f) = 1.

Resumindo o estudo feito acima, podemos enunciar:

(3.2.5) Proposigdo

Seja (R,0) «*— (R",0) £ (R,0) (n 2 2), onde ¢ & a pro-
Jecdo w(x,y,xa,...,xn) = X e cod(L5, (f,9)) > 0 . Entéo,
cod(gz,f) = 1 se, e somente se, f é ¢ - equivalente a um dos se-

guintes germes :

3 2 2 2
* xy) +x* ¢ * x
(y y 5 .

4 2 2
(y +xy +xy) ¢ X + * x
n

112) f € regular e ¢ & uma singularidade de Morse.
(3.2.6) Proposigdo

Se f ¢é regular, ¢ ¢é uma singularidade de Morse e

cod(«°, (f,9)) > 0, entdo cod(?;,f) z 2 .
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Prova
Podemos supor que f(xi,...,xn) =X, -
Denotemos por M a matriz Hessiana de ¢, em 0, sendo
2
wo(xz,...,xn) € Mn-l definido por ¢o(x2,...,xn) = ¢(0,x2,...,xn).

Temos det M = 0 pois, caso contrario, (f,¢) seria uma dobra
tangente. Como ¢ & um germe de Morse, segue que rank M = n - 2 .

Entao, por uma mudanca linear de coordenadas no espago-

-(xz,...,xn), temos que (f,p) & ®R-equivalente a um germe da
forma : /
n n 2
(f,y= Tcxx + I e€x°+ 0(3)),
1717 g
1=1 )=3
com eJ =%+1(j=3,...,n), e c,* 0 (¢ & de Morse).

Com a mudanga de coordenadas :

[(x =X
1 1
X n
{ % = 2 —l—(—c . $ e cH)X
2 c c 1 4 3y
2 2 J=3
CJ
(%% T, Bk

obtemos:

n
2
(f,!/l) R (f, x1x2 + jfs CJXJ + 0(3)).
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Agora, pelo Splitting Lemma,

n n
2 2
(f, XX+ j:;:s z:JxJ + 0(3)) % (f, XX, * ji ijj + a(xi.xz)).

3
comaeMa.

O termo xix2 permite remover os termos envolvendo x1 en

3
J «, fornecendo

n n
2 2
(£, xx + j{:s £x) + alx,x)) g (£, xx + JE‘.S ex) +

3 3_ .3 4
+.<33x2 + B(xl,xz)), com 63x2 = a(O,xz), B € M2 .

O mesmo argumento se aplica a J4B, para se obter :
2 2 3 n 2 3
+ =
(f, X X, +5§3 cjxJ 6332 + B(xl,xz)) % (f, X X, +J§23 z:Jxj +.83x2+

+ 8% + Alx ,x)), com & Xt = J4B(0,x ), A € . Mais ainda, se
42 1’72 472 2 2

5 =0 entdo & x° = j'a(0,x ).
3 4 2 2

Continuando com este procedimento, obtemos :
2 2 - 2 K
(f, xx + T ex +alx,x)) 5 (f, xx_ + Z ex +8&x_+
172 173 1’72°° R ) k2

12
J=3 j=3

+ p(xl,xz)), onde k = ordem de g(xz) = a(O,xz) (isto

€, omenor r € Z+ tal que jrg é nido nulo), akx: = jkg e p € M:*i.

Temos k z 4 pois, caso contréario, (f,w) seria uma cuspide
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tangente. Por outro lado, se k z 5, cod(d", (f,¢)) = 2 (ver Rieger
[21]). Para k = 4, procedendo de maneira anadloga ac caso da cuspi-

de tangente (Proposigéio (3.2.3)), vé-se que cod(§’;,f) 2 2.

'

113) f e ¢ s8o singularidades, com ¢ de Morse.

(3.2.7) Proposigéo

Nestas hipoéteses, cod(?Z,f) zn+ 2, paran z 3,

Prova

n
Podemos supor que w(xl,...,xn) = Z ex ,€e =+1.,

0 espago tangente estendido Tf?; € dado pelos campos o € 9f

que satisfazem a equagdo :

of of
(*) olx,...,x) = Y (-ex—4— + & x )€ (x,...,x)
1 n 151<y%n ; j Bx1 1 axJ ij 1 n
af af ., 2 2 o2
+ (x1 5% +...+ X — Jjul = eixi)v+ n(f, T eixi)
1 n i=1 1=1

com gij € 8n (1si< j=n), pe 81 , M€ 32 .

Se ¢ satisfaz (*), temos que o e€eRe Ve Assim,
n

. e 2 C_ s . e
dlm‘R ef/(Trgw + Mner) =n, o que implica que cod(?w,f) Zn .
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Vamos prosseguir a analise, com o objetivo de melhorar esta

estfmativa.

Seja A o subespago vetorial real de Js(n,l) gerado por

2 of af 2 of ar
J( ejxj_5§; + exx1_5§_) (1=i<y=n) , J (x1 a T * xn_E;_),
J 1 n
2 2
JfelJe.
. 2, _ 1 .2, 8f . af
Pela relacéo de Euler, Jf = > J (x1 axl + ... 0+ xn—5§—).

n° - n 2 .

Logo, dimlR A s —s * 2 e, portanto, cod(Jo(n,l),A) z 2n - 2.

Assim, dimg ef/(ngz + M:ef) = 2n - 2, e dai, cod(?Z,f) = 2n - 2.

Temos entéo cod(§;,f) Z2n+ 2, paran z 4.

Consideremos agora n = 3.

Seja B o subespago vetorial real de Jz(S,l) gerado por

js(-ejx of | af

) 9% €1x1_5§_) (1=1<J=3),
i 3

1A

8f , ex —gg—)xk] (1=1i<j=3, 1

%t &% k=3, k=z1),
J 3 i

3( af + of + of

3 3
1 8x x2 Ox 3 8dx ), JfeJe.
1 2 3

Temos dimIR B = 14 , portanto, cod(Jz(B,l),B) =z 5. Logo,

e 4 e
z 5.
dimIR 9{/(T[§¢ + ﬁ%ef) z 5 e, assin, cod(§¢,f) 5
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§3. Multigermes de codimensio = 1

!

Neste paragrafo, consideraremos multigermes da forma
£ : (R",S) — (R%,y) ,
onde S = {xi,...,x } € um conjunto finito de pontos. Observe que o
8

multigerme f forma um diagrama convergente de germes de aplicagdes

f£,= (R x) : (Rhx) — (R°y) (1 =1,...,5)

(R ,xl)

Assim, f também serd denotado por [fl,...,fs]. Ainda, ef pode ser
8 s
jdentificado com @ 9f , que éum o §& N -médulo.
n,

1 i i=1 i

(3.3.1) Definigéo

Seja ¢ : (R",S) —> (R%,z) um multigerme no mesmo conjun-
to S. 0 espago tangente estendido Tf€; do multigerme f com relacgéo

a ¢ - equivaléncia, ¢ o conjunto de todos os ¢ = (01,...,0;) € ef
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tais que existam € = (& “..,Es) € 6

1 :“ee ’

T(R",s) "(RY, 2)
neE®O (1!p : (RPx qu,yxz) — (lRp,y) ¢ a projegad sobre o primei

14
P

ro fator) satisfazendo

Q
n

dfi(El) + "°(f|"p:)

o
"

dwi(ii) * pep,

para todo 1 = 1,...,s .

Considerando multigermes (f,¢) : (R",S) — (R°x RY, yxz),

introduziremos a seguinte
(3.3.2) Definicéo

O espaco tangente estendido T(f q))s4~° do multigerme (f,¢)
com relagdo a A~—equivaléncia, € o conjunto de todos os

o = (o-l,...,c's) € e(f.¢) taisv que existam £ = (gl,...,gs) €

€ 9I , C € 9I , M € 91 sat isfazendo
(R",S) (RPx R?, yxz) (R?, 2)

o = d(fl.qpi)(éi) + Co(fi,w’)
0 = dn () + pom
q q

para todo i = 1,...,s, onde nq . (RPx RY, yxz) — (RY,2) é a
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projegéo sobre o segundo fator.

(3.3.3) Definigéo

Definimos

e 3
cod(€¢,f) = d1m[R

e /TS°
£t

e

~e -
cod(d 7, (f,¢)) = dimp e(f,¢)/T(f.¢)£

H]
€ ~ ~e
e, chamamos, respectivamente, ¢ - codimensZo de f e & -codimen-

sdo de (f,¢).

Evidentemente, cod(dNe,(f,w)) = cod(dL, (f,9)).

Quando ¢ € um multigerme «-infinitesimalmente estavel, os
mesmos argumentos usados para monogermes no paragrafo 1 deste
Capitulo, mostram que cod(gg,f) = cod(&Ne,(f.w)) para todo multi-

germe f : (R",S) — (Rp,y).

Aqui, estamos particularmente interessados na classificagao

dos multigermes f tais que cod(?Z,f) =< 1, no caso

(R,0)

)

(R",S)

e

(R,0)
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onde n 2 2, ¢ é 4-infinitesimalmente estavel e (f,¢) é um multi-

germe singular (isto é, x € Z(f,¢) para todo x € S) .

Lembremos que, da d-estabilidade infinitesimal de ¢, temos
card(Zp) = 1.

Temos também que cod(!-‘:’;,f) = 1 implica cod(d", (£f,9)) =1 .

Para a classificacf@o desejada, consideraremos entéo dois

casos ¢
1) cod(d,(£f,9)) = O

Neste caso, card(S) = 2. Quando card(S) = 2, sabemos que S
¢ constituido de dois pontos de dobras de (f,¢) que se interceptam

transversalmente; logo, temos duas possibilidades :

11) duas dobras transversas que se interceptam transversal-

mente -—X— ,

Ia) uma dobra transversa e uma dobra tangente —HQ—

I1) cod(«°, (£,¢9)) = 1

Neste caso, card(S) = 3. Para card(S) = 2,3, a classifi-

caciio ¢ feita por Egusquiza em [6]; ou seja :
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Se card(S) = 3 ent8o os pontos de S s@oc pontos de dobras

de (f,¢), duas a duas transversais ‘>< , se card(S) = 2 temos

dois casos : (1) dois pontos de dobras com intersegéo néo
transversal X , {(ii) um ponto de dobra e um ponto de

cispide que se interceptam transversalmente

Como card(Zyp) = 1, isto nos da sels possibilidades :

111) trés dobras transversas, duas a duas transversais —- —_

11 2) duas dobras transversas e uma dobra tangente, duvas a duas

transversais -—%— ,

Hs) duas dobras transversas com intersecdo nao transver-

sal —_y__ ,

II4) uma dobra transversa e uma cuspide transversa que se inter

ceptam transversalmente___\ ——,

IIS) uma dobra transversa e uma clspide tangente —-=»m— |
IIS) uma dobra tangente e uma cuspide transversa L&_ .

Por Mendes [18], para (f,¢) do tipo I1, f & de ¢° - codimen

sao nula. 0 tipo I1 tem a seguinte forma normal com relagéo a

~

4 -equivaléncia :
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2
(xl, Y, xa,...,xn) — (2 tx,y)
12

i

,...,xn) — (y+ T ¢ xf, y).

(xi. y, X
1#2

3

Para (f,¢) de um dos tipos : II2 e II8 , T & de‘ ¢° - codi-
‘mens8io > 1, pois pontos de dobras tangentes, na ¢ - equivaléncia,
séio pontos 1solados. Para ’(f,w) do tipo 115 , T também & de
we - cbdimens&o > 1, pols, pela Proposiclio (3.2.3), a cuspide tan-

gente ja tem ¢° - codimenséo igual a 1.

Resta ent&o analisar os tipos 12, II1’ II3 e II4 .
12) Intersegéo de uma dobra transversa e uma dobra tangente.

Por Wan [26], com mudancas de coordenadas somente na fonte,

temos o modelo :

2
(xl’ Y, XS’...,xn) —_ (A(y) + I % xl, y)
12 -
n 2
(X, X, X ,ueesX ) —> (%, Ax) + T =x) ,
- 2 3 n - i

i

onde A'(0) = 0 e A”(0) # O (pois ¢ é #~infinitesimalmente esta-

vel).
L 2
Para os bigermes f = [A(y) + £ # X, x} e
N 1#2
e = [y, a(x) + + xf], o espago tangente estendido Tf?; é dado

1=2
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pelos campos (o,0) € ef que satisfazem ao sistema :

!

O'(XI.Y»XS, vxn) = A (y)Ea(Xl,y,...,xn)
+ T % 2xl€1(x1,y,...,xn)
1#2
— — -_2 —
+ p{A(y)+ Z £ x ,y)
i
1#2
(*){ o _ _
0 = Ez(x1' y,...,xn) + uly)
n 2
c(x,xz,xs,...,xn) = §1(x,x2,...,xn) + nix, A(x)+i§21 x‘)
0 =2 (x)El(x,xz,...,xn)
n n 2
+Z % 2x1€i(x,x2,...,xn)+ p(Aa(x)+ £ ¢ xi)
L =2 1=2
orde & €8x g.x) 0 5B, xy T en)

n e 8(u v)’ [T 8v , onde (u,v) denota as coordenadas na meta.

A resolugdo do sistema (*) ¢é equivalente a resolucio do

sistema :
f a(xl,y,xa,...,xn) = -2 (Yluly) + T ¢ 2xiEi(x1,y,...,xn)
122
— — —2 —
+ (Aaly) + = % X, y)
1#2
. * n 2
(**) —A’(x)v(x,xz,xs,...,xn) = A (x)n(x, A(x) + Z ¢ xi)
1=2
n
+ ? * 2x1€1(x,x , .xn)

i=2

n
+ u(A(x) + T *x
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Pelo Lema de Hadamard, & resolugfio do sistema (**) é equi-

valente & resolugéio do sistema : i

oly) = - X (Y)uly) + a(x(y),y)

(!!ﬁ)
= A (e(x) = - A (X)nlx,A(x)) + p(A(x))
Por Méndes [18], sabemos que cod(§;,f) z 1.
Para o caso mais degenerado em que A = 0, o sistema (***)
fica :

o(y) = n(0,y)

- A (xX)o(x)

- A (X)In(x,A(x)) + p(A(x)),

de onde se conclui facilmente que cod(§;,f) = 1.

113) Interseg@o ndo transversal de duas dobras transversas.

Com mudangas de coordenadas somente na fonte, temos o mo-

delo:
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2
(x,. v, Xs.-...xn) — (Aly) + I % x, y)
{#2
(Bx)
(X, ¥, Xooonx) — (Ay) + £ £, y)
1 3 n {22 §

onde A, A sdo diferenciaveis.

Tomando a mudanga de coordenadas na meta : U = u - Alv),

V = v, obtemos :

2
' (x., y, x, X)) — (2 2x,y)
1 3 n i
1¥2
(B1) ~ (B))
. 2
(x, ¥, XpeohXx ) — (aly) + = % x5, y),
1 3 n L %2

onde a(y) = (A - X)(y).

Como as dobras se interceptam nfdo transversalmente, temos

que «'(0) = O.

2
Para os bigermes f = [ £ ¢+ x, aly) + I % x°) e o = ly,yl,

i
1#2 i#2

o espaGgo tangente Tf§; ¢ dado pelos campos (o,0) € 9f que satis-

fazem ao sistema :
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2

a(x1, y, xa,...,xn) = T ZX’El(xl.y,...,xn) +9( 2 xx, y)

1#2 122
!
o(xl, Y, xa,...,xn) =o' (y)E(y) + T % 2xi€l(x1,y,...,xn)
1#2
+plaly) + Tt x5, y) ,
L 1#2
onde £ € g(§ Vs, X ) ! g ¢ 8(x RV (1+2), €8, ,
1 n 1 n

n € 8(u,v) .

Pelo Lema de Hadamard, a resolugdo deste sistema ¢

equivalente a resolugédo do sistema :

7(0,y)

2
<
L}

= ' (y)E(y) + nlaly),y) .

2
P
1

Como a’(0) = 0, disto resulta que cod(gg,f) = 1 se, e somen

te se, a”(0) # 0. E, neste caso, o bigerme (B1) é AN—equivalente

a

(§1, Y, §3,...,§ ) — (£ £ X%, y)
(Ba)

: 2 2
(# +
(X, ¥, X,0000x ) = (2 y" + T x5 y)
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114) Intersegdo transversal de uma dobra transversa e uma cUspide

transversa.’

Por Wan [26], com mudangas de coordenadas somente na fonte,

temos o modelo :

2
(xl’ y) xav"vpxn) —_— (A(y) + Z + xl, y)
1#2
(B1)
3 ' 2 2
(x, vy, xa,...,xn) — (X7 + xy + Aly) + T % X B(y)),
1=3

/

onde A, A sfio diferenciaveis e B & um difeomorfismo.

Com a mudanga de coordenadas y = B(Y), obtemos :

2
(X0 V0 RppooonX ) (XeB(Y) + ig: x., Bly))
(B) ~ (B))
Vo4 n
(x, vy, xa,...,xn)h—a (x3+ Xy + Aly)+ = ¢ xf, Bly))
1=3,

Agora, aplicando a mudanga de coordenadas : U = u - A(v),

V=81(v), na meta em (Bz)’ obtemos :

2
(xl. Y, xa,...,xn)k—e (zZ ¢ X y)
1#2
(B,) ~_ (B)
1 3 .
(x, vy, xs,...,xn)r—a (x3+ xy + a(y) + T ¢ xf, y),
1=3

onde aly) = (A - AoB)(y).
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Como a dobra e a cuspide se interceptam transversalmente,
temos que o é germe de difeomorfismo.
2

n
Para os bigermes f = [ £ * x , x3 + xy +aly) +Z £ x

2
_ * x7]
1#2 » 1=3

14

¢ = ly,yl, o espaco Tr§; ¢ dado pelos campos (o,0) € éf , que

satisfazem ao sistema :

2
c(xi, Y, xs,...,xn) = ; + 2x‘€i(x1, y,...,xn) + (£ ¢ X, y)
1#2 1#£2
/ 2 ,
{ o(x , vy, xa,...,xn) = (3x"+ y)&l(x,y,...,xn) + (x + « (y))Ez(y)
n
+ T 2x1€1(x,y,...,xn)
1=3
n
3 2 i
+ n(x” + xy + aly) + X i.xi, y)
L 1=3 -
onde gi € 8(;1, ?,...,ig) . E‘ € 8(x, y’.",xn) (i = 2), 52 € €v ,

n e g(u,v) .

Pelo Lema de Hadamard, a resolugdo deste sistema ¢é

" equivalente a resolugdo do sistema :

[ o(y) = 7(0,y)
(*) 4 .
o(x,y) = (3x" + y)&I(x,y) + (x + a'(y))Ez(y)
+ n(x3 + xy + aly), y)
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Seja A- y o sub-anel de 8; ® 8y formado pelos elementos
Ys

r(y)
da diagonal.
r{y)

O conjunto ¥ ¢ €&- @ €(x , constituido dos elementos
y

[ oly)

para os quais o sistema (*) é solavel, & um A- -submé-
o(x,y)

Y

dulo de &- @ & .
y (x,y)

Esta estrutura induz uma estrutura de Ey—mbdulo no conjunto

0
¥ ¢ ¥ constituido dos elementos de ¥ da forma .
O'(X) Y)
Como a = aly) & germe de difeomorfismo, segue que o’ ¢é um
germe inversivel em Qy e, além disso, podemos escrever
aly) = yo(y) com & também inversivel.

E evidente que

0 0o 0 o
3x3+ xy I'] xy + «’(y)y |’ X+ xy + aly) 1 5 xy + yd(y) €

€¥.

Consideremos a matriz M sobre o anel & , cujas linhas s#o
y
5 ! o
formadas pelos coeficientes dos termos x°, xy e y nas solucdes

acima :
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3 1 0
M= 1|0 1 a’ (y)

1 1 aly)

O determinante de M é igual a 38(y) - 2a’(y), que é um ele-
mento inversivel de 8y . Portanto, M é uma matriz inversivel.

Assim, a estrutura de 8y-m6dulo de $ nos permite concluir

- L) 12

Temos entdo que :

(3 )
(1) 0 € ¥, para todo o € M; .

De fato :
Se o € M; , podemos escrever o(y) = yr(y) comr € 8;,
Tomando £ = 0, g, =0e n(u,v) = ol(v) em (*), obtemos

o(y) yr(y)
e | g | T yry | €7

0 0 o
Como y € ¥ , segue que #y) = yb(y)x € ¥ e, dai,

oly) aly) 0
o [Tl | ey |
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0 2
(2) € ¥, para todo o € M(

o(x,y) X, y)

De fato :
Se o€ M?x o podemos escrever o(x,y) = xzcl(x,y) +
2
+ xyOé(x,y) +y cé(x,y), com o, 0, 0 € 8(x’y) . Ou ainda,

a(*.y) = xzci(x,y) + xyIOél(y) + xoéz(x,y)] + yzcs(x,y) .

/

0] 0
De (*) temos que [ o(x, y) ] = [ xyp(x, y) ] (mod ¥).

Decompbndo plx,y) = pl(y) + xpz(x,y), obtemos :

0 0
o(x,y) = xzyp(x.y) )

0 0
Assim sucessivamente, E k , V k.
olx,y) x yp(x,y)

0
Do Corolario (2.3.8) , concluimos entdo que € ¥
o(x,y)

Dos itens (1) e (2), segue que

6- o 8( ,
cod(€°,f) = dinm 4 %Y
¢ R
¥
(6-08& )/ (M- M )
= dim RY; {(x,y) y (x,y)  _ 1,
R $ /(M=o M )
y (x,y)
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pois ?/(ﬂ; ® fo y)) é gerado como R-espago vetorial pélas pro-

| 1 0 : 0
Jegdes de 1 , y e x + o (y) .

De fato, é facil ver que ¥ independe do difeomorfismo

a = a(y). Logo, pelo Lema de Mather, temos uma unica érbita :

2
- - _ _ T
(x1: Y, xsb"-;xn) — (Z t xl, y)
1#2
3 2 2
(x, vy, xa,...,xn) — (X" +xy+y+ T # X y)
/ 1=3

111) Intersegdo de trés dobras transversas que se interceptam duas

a duas transversalmente.

Com mudangas de coordenadas somente na fonte, temos o

modelo :

= = = =, = =2 =
[ (§1, Y, Xpoonx) > (Aly) + T X, y)
1#£2
- — — — -— — _2 —
(T) 4 x, ¥y, X,.000x) > (Ay) + £ 2x,y)
1#2
{ (xl, v, x3,...,xn) — (Aly) + £ £ x%, y)
1#2

Tomando a mudanga de coordenadas na meta : U= u - i(v),

V = v, obtemos :



(T,) ~_(T)

(xl. Y,
("1' y, X
[ (x5 ¥, x

3
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—-2 -
, X ) — (2 £x,y)
n 122 1
— —2 —
veesX ) o (aly) + T tx,y)
n )
1#2
yee X ) — (Bly) + T % X2, y),
n i
1#2

onde aly) = (X - A)(y), Bly) = (A - X)(y).

Como as dobras se interceptam duas a dua§ transversalmente,

temos que a e B sdo germes de difeomorfismos com «’ (0) = B’ (0).

Tomando as mudangas de coordenadas na fonte e na meta

em (Tz):

obtemos :

(T1) ;~ (Ts) 1

<l <
1]

x

r = —1
(xi. Yo X,

L (x,, ¥ x

(xl, Yo Xyeen

3

oY) '
- U=wu
[+ 4 (Y) ’ 4
o V= alv)
a (Y)
- _2 =
yeenX ) (2 2 Xx,y)
n 122 i
X ) o (y+ T 2x,y)
n 1#2 !
ceax ) o (rly) ¢ I X, ),

i*2
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onde y(y) = Bea (y).

Entéo, ¥ & um germe de difeomorfismo com ¥’ (0) # 1. Assim,

escrevendo 7(y) = yz(y), temos 7(0) = 0,1.

Para os trigermes f = [ T % o , Yy +Ztx, y(y) + T+ x
1#2 1#

e ¢= [;, y, yl, o espaco Tf§; ¢ dado pelos campos (0, o, o) € 6,

que satisfazem ao sistema :

r?(il,f',ia, ,§n) = T # 2§‘El(§1,y, X ) + (T 2 ii,i)
§#£2 §#£2
4 LA RS SURRRRE S ) = &E(y) + T ¢ 2% € (X ,y,...,x )
1#2
2
+ 9y + £ x.,y)
1
%2
«(xl.y,xa.- ,xn) =y ' (y)€(y) + = ¢ 2xi§i(x1.y,...,xn)
1#2
+lyly) + T ¢ xf,y) :
| : 1#2
onde §ie 8(§ ’;' ,§ y E‘e 8(; 5. X €ie 8(x .y, %)
1 n 1 1
(i#2), €€ 8\, , M E g(u’v)

Pelo Lema de Hadamard, a resolug@io deste sistema ¢ equi-

valente & resolugéo do sistema :
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[ o(y) = 7(0,y)
/ (*) { oly) = &(y) + nly,y)
L oly) = 7' (y)E(y) + n(y(y),y)
Se ja A;,Q,y C 8; ® 89 ® & o sub-anel formado pelos elemen

tos da diagonal.

O conjunto ¥ ¢ 8; ® 89 ® Ey constituido dos elementos

o(y)
oly) para os quais o sistema (*) é soluvel, é um A= -  -sub-

Y.y, Y
oly)

médulo de 6= © &~ @ € .
Y y Y

o(y)
Afirmamos que | oly) | € &, para quaisquer P € M:, o€ Mi ,
oly) Y Y
oce M
De fato :
Devido a estrutura de A= - -mbédulo de ¥, observemos que
para mostrar isto, é suficiente mostrar que
_2
y 0 0
_2
(**) 0 » y > O € y ’
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~

pois todo h = h{(z) em ﬂz pode ser escrito na forma zzh, com

heeg . !
4

Vejamos entéo (**) :

_2
Yy 0
.2 .2
E claro que y , y € ¥
2 , 2
y 7' (yly

Tomando € = 0 e n(u,v) = u® em (*), obtemos :

o} 0
_2 __2
y = y € ¥
72 (y) Y (y)y®
Assim,
0 0 0
_2 _2
y - y = 0 € ¥
¥ (y)y° ¥ (y)y® (7' (y) - 72(y))y?

Como 7’ (y) - ;z(y) é inversivel, pela estrutura de ¥, segue que
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_2
y 0 0
2
Agora, € facil concluir que 0] , y , 0 € ¥
0 0 ye

Da afirmag@o acima, segue que

. 8; ® 8; ® 8y
cod(?w,f) = d1m[R
¥
(=0 -0 &) / (M © M2 @ MO)

= y M N Y Y M _

= dimIR > 5 5 = 2,
¥ / (M= & M= e M)

Yy Y Yy

pois 9/(M§ ® Ms ® M;) ¢ gerado como R-espago vetorial pelas pro-

1 v 0 0
Jegdes de 11, § , § e 1
1 y 7(y) 7' (y)
Escrevamos agora y(y) = ay + byza(y) (a # 0,1). Entdo, a

familia a 1 - parametro de trigermes

2 2

ft =z 2 ;1’ y+ I % ix’ ay + (b - t)y26(y) + T ot X
1#£2 1#2 1#2 !
é tal que fo = f.

Pelos cé&lculos acima e pelo Lema de Mather, temos que a

familia ft é ¢ - trivial. Porténto,
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mente, as retas Lo :

115

_2 2
f~ f =03 ixi,y+2_x.ay+21xf]
¢ 1#2 1#2 1#2
Observemos ainda que a familia
! =2- -2 2
g =[Z x,y+ £ £x,ty+ T £x7],t=0,1
t | 1 i
1#2 1#2 122

nédo é ¢ - trivial em cada um dos intervalos t < 0, 0<t < 1le

ag
. t
> _
t 1 , pois 3t . ¢ Tgtg , Vt. Mals ainda, g , 8. para

t = t’. Vejamos esta ultima afirmagdo.

Suponhamos 8, . 8 logo (gt,¢) ~ (gt,,¢). Se ja (h,h,h; k)

¢ o
uma 4 -equivaléncia entre (gt,w) e (gt,,w). Entdo, k é da forma

k(u,v) = (kl(u,v),l(v)) e, assim, preserva a reta L : v = 0. Além

disso, (ﬁ,k) e (h,k) deixam invariantes, respectivamente, os

2 2
germes (£ *x, yle(y+ T # X,» ¥ ) e, como conseqiiéncia, k
i#2 1#2

preserva as imagens dos conjuntos singulares que sdo, respectiva-

u=0 e L1 : u = v. Finalmente, (h,k) leva
o germe (ty + I * xf , ¥y em (t'y + T ¢ xf , y¥) e, portanto, k
1#2 1#2
deve levar a reta Lt :u=tv na reta Lt' tu=t'v.

Como k preserva as trés primeiras retas, pela razéo
hanarménica, k obrigatoriamente preserva a quarta reta. Logo

t=t’.
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No entanto, como familias de 4 retas que se interceptam s&o

topologicamente triviais, ¢é razoavel conjecturar a ¢ - trivialida

de topolégica da familia g, - De fato, isto ocorre :

(3.3.4) Proposicgdo

Seja ¢ o trigerme ¢ = [;, y, yl. Entdo, a familia de tri-

germes

1, t = 0,1

0Q
"
™M
I+
Xt
<
+
™M
1+
%1
-
<
-+
™M
I+
>

2 1#2

é topologicamente ¢ - trivial em cada um dos intervalos t < O,

0O0<t<l, t>1.

A prova desta proposigdo serd feita como em Looijenga [12],
Ruas [22], Saia [23], através da construcio de campos de vetores

controlados.
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Observemos que, para cada intervalo considerado, a familia
8, ¢ quase-homogénea de tipo (1,2,1,...,1;2), no sentido de que g,
¢ equivariante com relacéo as agdes do grupo multiplicativo R+
sobre R"x J e sobre R x J , definidas respectivamente por :

- 2
A.(xl, Y, x3,...,xn,t) = (Axl, A%y, Axa,...,hxn,t)
e A (u,t) = (A%u,t) .

onde J ipdica qualquer um dos intervalos de variagdo de t. Ou

se ja,

gt(h.(xi. Y, xs,...,xn,t)) = A.gt(xl, Y, xs,...,xn,t).

Para a prova, comecemos com um resnltggo auxiliar :
(3.3.5) Lema

Existem germes quase-homogéneos de tipo (1,2,1,...,1;5),
EEM=== = ’ EEM———- = ’

i (xi,y,xs,...,xn,t) 1 (xl,y,xs,...,xn,t)
Ei € M(x WY X hee.,X ,t) (1=1=m 1=22),
1 3 n

ene M homogéneo de grau 3, tais que :

(u,v,t) °’
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0= X ¢ 2x1El(x1, Y, xa,...,xn,t)
1#2
=2=
+ 9 Z ¢ X ¥ t)
122
= + 2% £ (% v X %
0 T % 2xi€!(x1, Y. %o ‘xn,t)
122
[ ]
2
+ply + £ tx,vy, t)
1#2

n

,....%X ,t)

2
+ +
plty + T ¢ Xx’ y).y T % 2xi§1(x1, Y, x3 .

#e i®2

+

nlty + £ ¢ xf, y, t) ,
1#2

onde p(u,v) = u? o+ Vo

Prova

Seja G o levantamento da familia de trigermes gt, isto é :

- = = _ _2

G(xl, Y, x3,...,xn,t) = (¥ #% X, t)
1#2

o _ 3 2

G(xl, Y, xs....,xn,t) =(y+ T ¢ X, t)
1%#2
2
= +

G(xl, Y x3,..-.xn,t) (ty + £ % x, t)
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0 "espago tangente" Tg ?w associado a G, é dado pelos
t

campos (:, o, 0) € WG , isto é, que preéervam R-niveis, tais que :

i w(xl,y,xa,...,xn,t) =z ¢ 2x‘§i(x1.y, . ,xn,t)
1#2
=2 =
+9( 2 % x,y,t)
i
1#2
o(X , ¥, %X ..., X ,t) =E(y,t) + = 22X & (X.,¥r...,%X ,t)
(*%x) | ARAREY n Ely y22 igl 7Y n
-— -2 -
+ly + £ ¢ xl,y,t)
1#2
[
o(X ¥, X ,e..,Xx ,t) =t€(y,t) + Z +2x € (x ,y,...,x ,t)
1 3 n 171 1 n
1#2
L +qlty + Z ¢ XT.y,t)
1#2
onde E € M,= = = , £ e M- - - ,
i (xl,y,...,xn,t) i (xl.y,...,xn,t)
ST R S B LI VA S L R
Observemos que qualquer elemento (3, o, o) € Wh tal que
ce M=M= = = , ce M- M- — - ,
xl (x1,y,...,xn,t) X (xl,y,...,xn,t)
o€ MX‘M(xi.y,...,xn,t)’ V i # 2, pertence a Tgt§¢ (basta esco-

lher convenientes campos zl, Ei, El, i = 2).

Tomando §x= 0, €E=0, £=0, (1 #2), £€=0ce nlyuv,t) = uv

em (***), obtemos :
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r 2= ]
(= ixl) y
{#2
(y + 2 ixi)y eT §
1#2 g,
(ty + T * x )2 y
ST J
pela observagdo acima, vem :
0
3
y reT §
(1) y € g, %
t2y3

Tomando agora Ei= 0, £€=0, g=0 (iz2), €

3
= u em (***), obtemos :

o que implica, usando a observagdo anterior, que

(2) y eT §
y g

0 e nlu,v,t)=
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Fazendo (1) - (2), obtemos :

0

0 €T

(t2 - t3)y°

Comovt2 - t3 # 0 para t € J, segue entéo que

0 0

o eT § , e dai, o eT §
g, ¢ g, ¢

ys (t2 + 1)y3

Agora, é facil ver que :

agt
3t € T8t§¢ ,

plty + T ¢ xf, y).y
122

onde p(u,v) = u o+ Ve

Ou seja, existem campos Ei, El, &i (i # 2) e 0 tais que :
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3 = = = b =4 - =2 —4 .1
Tt 2x1€l(x1.y,...,x i)+ (2 # xi,y,t)
1#2 i ;12
0
_2 —
(3) p.{ O | = L+ 2xE (X,y,...,x ,t) + nly + thvmw
122 174 1 n 122
y
TE2x € (x,y,...,x,t) + nlty + T ¢ xz,y,t)
1710 n 1
| 1#2 1#2 i

[

Logo, o resultado segue, observando diretamente dos cal-

culos que os campos sfo quase-homogéneos dos tipos requeridos.

Prova da Proposicgéo (3.3.4)

Para cada t0 € J, seja G o levantamento da familia g,
t € I=(tO - €, to + £). Para provar a ¢ - trivialidade topolégica
de G, o método, como usual, é o de encontrar um trigerme de campo
na fonte e um germe de campo na meta do levantamento G da familia
(gt,w), continuos e integraveis, realizando a CO-¢ - triviali-

zagao.

Para tanto, consideremos a equagdo obtida de (3) do lema

anterior, dividindo todos os seus campos pelo controle p :

[ 5+ zil(Ei/p) + 2p ]

0 1#2
(4) 0| = T+ 2§1(E£/p) + 0/p
y 1¥£2

Tt 2xi(€i/p) + 0n/p
122
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Sejam agora o trigerme de campo na fonte :

IR w
= (z(-Esp 2, 2,
1 %2 8xl at
5= (Z(- E‘/p) —g—, —Q—) em (G20 x0 x I))°
1#2 axl at
) (z(-g/0 2, 2y
(8) 1%2 bx, ot |
- = - _ - a -
v = (o, g_t-—)
v | = | (0, 5%—) emn G710 x 0 x I)
_ a
B ek
{

e o germe de campo na meta :

© Clu,v,t) = ((alu,v,t)/plu,v)) é% 0, %) se (u,v)#(0,0)
e n B
C(O»O,t) = (0’ 01 'a_t_)

Como m(u,v,t) é homogéneo de grau 3, e p(u,v) = w4+ Ve e

de grau 2, segue que
|| nlu,v,t)/p(u,v) || =c. || (u,v) ||
e, portanto, { & continuo e integravel ([22]).

Quando as formas quadraticas da expressido do trigerme g,

s8o definidas positivas ou negativas, o controle p(u,v) = w4+ v

satisfaz & condicfio de Lojasiewicz p(u,v) 2 c.(y2 + xi ...+ xz

)
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para alguma constante ¢ > 0 ([23]). A quase-homogeneidade de El,
E; e E: (conforme o Lema (3.3.5)) garante =a integrabilidade do
campo da fonte (5) acima ({12], [23]).

Como os campos (5) e (6) sdo integraveis, a ¢ - triviali-

dade da familia g, € obtida. ‘

Quando alguma forma quadréatica do trigerme gttem indice dis
tinto de zero e de n-1, é necesséario modificar o trigerme de campo
na fonte, em uma vizinhanca de G (0 x 0 x I), I = (to— €, t, + €).
De modo analogo a [12]:

Temos que C'oxoxI)n 6 =0x1. Portanto ,
X = E—I(O Xx0xI) - (0x 1) ¢é uma variedade diferenciavel, e G

é uma submersio em uma vizinhanga T, de X, no complementar de

X
0O x I. Agora, G é quase-homogéneo de tipo (1,2,1,...,1;2). Em par

ticular, X é invariante‘para a agdo de R+ em R'x I, definida pelos
pesos acima.

Podemos escolher Tx como sendo uma vizinhanga tubular

R*-invariante de X no complementar de O x 1 ; e a projegio

L TX —> X equivariante com relacgdo a acio de R+ considerada.

Diminuindo TX , se necessario, podemos também supor que a

aplicacéao

(Gn): T, —s (RxRx1I)xX
x X

¢ um mergulho. Logo, existe um unico trigerme de campo (v ,v ,v )
X
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que é levado por (a,nx) ao campo (g, 0). Como (g, 0) € inte-
gravel, este campo também € integravel em cada conjunto compacto
de TX.

Usando uma partigdo da wunidade {¢,1 - ¢}, R+—invariante,
subordinada & cobertura aberta {TX,XC). definimos a partir dos
campos (v, v, v) e (b, D, v ), o campo : .

X X X

1

L E 8 =(1-¢).(v, D, V) + ¢.(3x, v, v), em (0 X 1)°

Pasll]

(
£(0,1) = E(0,1) = £(0,t) = (0, 50}, t eI .
E claro desta construcgiio que
dGoV = Coa
Além disso, V é‘ claramente R+—invariante, e portanto, integra-
vel ([12]).

Logo , integrando os campos V e , obtemos homeomorfismos

que realizam a Co— ¢ - trivialidade topolégica.






Capitulo IV

Teoremas de Genericidade

Neste capitulo, nosso objetivo principal é mostrar que a
evolugéo das singularidades de uma aplicaglo de uma variedade N no
plano, pode ser realizada preservando uma folheagéo prefixada
em N, definida por uma fungdo de Morse ¢ : N — RT Este é o con-
teddo do Teorema (4.3.2), do §3, sobre caminhos ¢ - adequados.

Nos paragrafos 1 e 2 s3o discutidos os pré-requisitos para
a prova deste teorema. Mais precisamente, no §1, apresentamos os
resultados de [B] e [11] sobre estabilidade de caminhos com
relagdo a d4-equivaléncia; no §2, consideramos o conceito auxiliar
de caminhos o -adequados, mostrando no Teorema (4.2.11) que o
conjunto 6 ~ de tais caminhos é um subconjunto aberto e denso de

)
c®(N x [0,1],R%).

§1. Estabilidade de caminhos

Sejam N e P variedades diferenciaveis de classe Cm, e seja
Cm(N,P) o conjunto de todas as aplicagdes diferenciaveis de clas-

se C” de N em P. No que segue, estaremos considerando Cm(N,P) mu-

127
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nido dé topologia c” de Whitney.

(4.1.1) Definigao

Duas aplicagdes f,g € Cm(N.P) sfo equivalentes se existem
difeomorfismos h : N— N e k : P — P tals que o seguinte

diagrama seja comutativo :

(4.1.2) Definigéo

Uma aplicagdo f € Cm(N,P) é estavel se existe uma vizi-
nhanca ‘l/f de f em CY(N,P) tal que qualquer g € 'Vf é equiva-

lente a f .

Um problema importante na Teoria de Estabilidade ¢ o estudo
do comportamento de uma deformagio de uma aplicagéo estavel f em
outra aplicagdio estdvel g, ao longo de um caminho Cw,
F: NxR — P, tal que F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(x), para to-
do x € N .

O objetivo é determinar caminhos para os quais a estabili-
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dade falha no méximo em um conjunto finito de valores do parame-

tro, no intervalo [0,1].

Para um caminho F € CT(N x R,P) em CY(N,P), Ft denotara a

aplicag@o de N em P, definida por Ft(x) = F(x,t), vt € R.

(4.1.3) Definigdo

Um ponto de bifurcagdo de F ¢é um nimero t € R tal que,
para qualquer £ > 0, existe t‘ € (t - €, t + €) com Ft, ndo equi-

valente a Ft'

O conjunto de tais pontos sera denotado por Bif (F).
Obviamente, Ft nédo é estavel quando t é um ponto de bifur-

cagéo de F.

Nessa linha de idéias, o que se procura é determinar um
subconjunto aberto e denso 6 de c®(N x R,P) tal que se F € 6 , ¢
possivel descrever a estrutura das aplicagdes Ft sempre que t es-
teja perto de um ponto de bifurcagéo de F; mais ainda, que esta es
trutura se mantenha quando tomamos F’' € 6 suficientemente préximo
de F.

Uma nogio adequada de "estabilidade de bifurcagfes” de um

caminho, é a nogdo de n-estabilidade, que definiremos a seguir.
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Sejam m: NXR —R e LA P xR — R as projegdes

sobre o segundo fator.

(4.1.4) Definigio

Dois caminhos F, G € Cm(N x R,P) s8o m-equivalentes se
existem difeomorfismos h: NxR —NXxR, k: PXR—PxRe

£: R— R tais que o seguinte diagrama comute :

14
NxR ™ L pyRr 2 LR

d koo

NxR—&™ o pyr —2 R

Evidentemente, se F e G s&o m-equivalentes entéo Ft 3] GE(t)
s@o equivalentes, para todo t € R. Mais ainda, o difeomorfismo ¢

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de

bifurcagédo de F e os de G.

(4.1.5) Definicéo

Um caminho F € Cm(N x R,P) é m-estavel se existe uma vizi-
nhanca VF de F em C°(N x R,P) tal que qualquer G € VF € m-equiva-

lente a F.
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(4.1.6) Quando N ¢ uma variedade compacta de dimenséio nz 2, e
P=R ou P= Rz, o conjunto dos caminhos m-estéveis constitui um
conjunto aberto e denso 6 em C (N x [0,1],P). Além disto, as bi-
furcagbes que ocorrem s@o classificadas. Quando P = R, este resul-
tado & dado pelo Teorema 8.12 de Looijenga [1;]. Quando P = RZ,
isto ¢ uma conseqiiéncia do Teorema (4.4), Capitulo IV, enm
Egaisquiza [6], e do Corolario 4.7, Capitulo 4 em Mata-Lorenzo
{14]. Em ambos os casos, para V F € 6, Bif(F) é finito , e para
Vte[0,1] - Bif(F), Ft é estavel. Mais ainda, quando t € Bif(F),

as bifurcagdes a nivel de germes e de multigermes s&o dos seguin-
{

tes tipos :

(i) P=R
(a) Germes

Além das singularidades de Morse, pode ocorrer uma (unica)

singularidade de codimens@o 1 , que em termos de coordenadas
' 3 : 2
locais (x,xz,...,x ) se expressa por X + I X, -
n
1=2

(b) Multigermes

Existéncia de dois pontos criticos de mesma imagem.

(i1) P = R

(a) Germes
Além das singularidades estaveis de dobra e cuspide, pode
ocorrer uma (Unica) singularidade de codimens@io 1 : "lips" , "beak

to beak" ou "rabo de andorinha".
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(b) Multigermes
Além da intersegdo transversal de duas dobras (situacdo
estavel) , pode ocorrer uma das seguintes situagdes : intersegéo
transversal de dobra com cuspide, intersegdo n&o transversal de
duas dobras, ou intersecdo de trés dobras, duas a duas transver-

sais.

Para as formas normais deste caso, ver [6].

§2. Caminhos £~-adequados

Sejam N, P, Q variedades Cm, e seja ¢ : N —> Q uma aplica-

Gao c® fixada.

(4.2.1) Definicéo

Duas aplicagdes f, g € c”(N,P) sso ¢ - equivalentes se exis

tem difeomorfismos h : N— N, k: PxQ —>PxQ e 2£: Q—>Q

tais que o seguinte diagrama seja comutativo :

N (.9 "
_ s PxQ —m 50

| oLl

N __£§Lfl__9 PxQ —2% 50
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A definigio de ¢ - estabilidade é a usual dentro da teo-

ria :

(4.2.2) Definigéo

Uma aplicagéo f € c”(N,P) & ¢ - estavel se existe uma vizi-
nhanga Vf de £ em C*(N,P) tal que qualquer g € 'l/f ¢ ¢ - equivalen-

te a f.

Considerando a variagdo da aplicagdo ¢ no diagrama da
Definig&o (4.2.1), obtemos uma relacio de equivaléncia no espacgo
Cm(N,P x Q) , o qual pode ser identificado com c®(N,P) x C®(N,Q),

via aplicagdes componentes.

(4.2.3) Definigéo
Duas aplicagdes (f,¢),(g,y) € C”(N,P x Q) s@o o -equi-
valentes se existem difeomorfismos h : N— N, k: PxQ —> P xQ

e £: Q — Q tais que o seguinte diagrama seja comutativo :

n
N9 pyg — 2 g

| oL

(g,y¢) 2

N————» PxQ ——Q
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O correspondente conceito de estabjilidade ¢ dado pela

(4.2.4) Definigéo

Uma aplicagdo (f,¢) € C”(N,P x Q) ¢ « -estavel se existe

uma vizinhanga V(f de (f,¢) em c®(N,P x Q) tal que qualquer

)

(g,y¥) € V(f - é £~—equiva1ente a (f,¢).

Observemos que se (f,¢) é 4 -estavel entdo ¢ €& estavel.

A ¢ - estabilidade e a 4 -estabilidade s#o estudadas enm
Mendes [18]. Neste trabalho, Mendes mostra os dois resultados

seguintes:

(4.2.5) Proposigéo

Seja N uma variedade compacta e ¢ : N — Q uma aplicagéo
estavel. Entéo, f : N —> P é ¢ -~ estavel se, e somente se, o par

(f,¢) : N — P x Q & o -estavel.
No caso mais especifico em que N é uma variedade compacta
de dimensio n =z 2, e P = Q = R, um dos resultados centrais de {18]

caracteriza as aplicagdes 4 -estaveis :

(4.2.6) Teorema

Seja ¢ : N — R estavel. (f,¢) : N — R ¢ 4 -estavel se,
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e somente se :

(1) (f,p) admite como pontos singulares somente dobras transver

sas ou tangentes e cuUspides transversas.

(i1) (f.¢)-1(yo,zo) n Z(f,p) €& vazio, um ponto ou duas dobras

transversas.

(i1i) Imagens de curvas de dobras interceptam-se transversal-

mente.

Para o objetivo principal deste capitulo, que é a caracte-

rizagéo dos caminhos genéricos com relagéo a ¢ - equivaléncia, va-

~

mos primeiro estudar deformagdes genéricas de aplicagdes o -esté-

veis.
Consideremos a identificagéo :
c®(N x R,P x Q) = C”(N x R,P) x C*(N x R,Q).

Com esta identificacgBo, um caminho A € c®(N x R,P x Q) po-

de ser escrito na forma :
Alx,t) = (F(x,t),8(x,t)) ,

sendo F e & caminhos em Cm(N,P) e C”(N,Q), respectivamente.
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Assim, para cada t € R, At = (Ft,ét).

(4.2.7) Definigdo

Um ponto de A~-bifurca¢éo de A= (F,%) ¢é um nimero t € R

tal que, para qualquer € > 0, existe t’ € (t ~ €, t + €) com At’

ndo 4 -equivalente a At.

O conjunto destes pontos sera denotado por Bif£~(A).
E importante observar que todo ponto de bifurcagiio de ¢ ¢

ponto de £ -bifurcaciio de A = (F,®).

(4.2.8) Definicédo

Dois caminhos (F,%), (G,¥) € C*(N x R,P x Q) sdo n-4 -equi-

valentes se existe um diagrama comutativo

(F,,m) m T2
NxR ————» PxXQXR —m s xR ———R

" N

NxR —th}lEl—e PxQxR ————i———a QxR ———E——a R,

onde h, k, £ e s sio difeomorfismos; m, nl e n2 s&o as projegdes

candnicas.

%
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Claramente, se (F,®) e (G,¥) séo n—f—equivalentes entédo

¢ e ¥ sdo m-equivalentes.

A definigdo de n-AN-estabilidade, como vefemos, ndo tera
para nés papel correspondente ao da m-establilidade do paragrafo
anterior, na caracterizagdo de um conjunto denso de caminhos;

porém, vamos enuncia-la para uma discuss@o mais completa.

(4.2.9) Definigdo

Um caminho (F,®) € Cm(N x R,P x Q) & -4 -estavel se exis-

te uma vizinhanga V de (F,®) em C°(N x R,P x Q) tal que qual-

(F,®)

quer (G,¥) € V é n—d~-equiva1ente a (F,9).

(r,®)

E claro que se (F,®) é n-4 -estavel entdo & é m-estavel.

No que segue, estaremos considerando N uma variedade

compacta de dimensdo n =2 2 e P=Q =R .

Vamos ampliar o conjunto dos caminhos n-4 -estaveis para
obtermos um conjunto aberto e denso de caminhos (F,®) enm
C”(N x [0,1],R2), que apresentem simultaneamente boas proprieda-
des com relacgfo & projecdo (F,®) — & e sejam genéricos com rela-

gao a dN-equivaléncia. Este conjunto ¢ constituido pelos caminhos



138

AN-adequados, definidos abaixo :

(4.2.10) Definigéo

Um caminho (F,®) € c”(N x [0,1],R2) ¢ 4 -adequado se satis-

faz as seguintes condigdes :
A) (F,») e (F,d) sfio £ -estaveis.
0 o' o 1’ "1
Ai) ® ¢ um caminho m-estavel.

A2) 0 conjunto B = ((0,1) - Bif(®)) n BifA~(F,®) é finito,
fora do qual (Ft,ét) ¢ 4 -estavel. Em B, ocorrem AN—bifurcaQGes a

nivel de germes e de multigermes, dos tipos :

a) Germes

Pode aparecer, além das singularidades de dobras transver-
sas ou tangentes e cuspides transversas, uma (Unica) singularidade
de codimensdo 1 : cuspide tangente; "lips", "beak to beak" e "rabo

de andorinha" transversas.

b) Multigermes
Pode ocorrer, além da intersegfo transversal de duas do-

bras transversas, uma (uUnica) das seguintes situagdes : inter-
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segédo de uma dobra transversa e uma dobra tangente, interseg@o de
duas dobras transversas com contato quadréatico, intersegio trans-
versal de uma dobra transversa e uma cuspide transversa, inter-
secdo de trés dobras transversas duas a duas transversalis.

A seguir, descreveremos as formas normais e as correspon-

dentes evolugbes destas A~-bifurca¢6es :

(I} t e Bif(®)

f
Neste caso, a imagem do conjunto singular do par (Ft,ét)
n
3

nos casos (a) (Qt 3 Xt T % xf) e (b) (dois pontos criticos de
1=2

Qt de mesma imagem) admite, respectivamente, as seguintes configu-

ragdes locais :

1<0 t>0

Figura 1

\_/
""""""""""" /‘\\’/ £\

Figura’z

Evolucédo de (b)
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(I1) t e B = ((0,1) - Bif(®)) n BifA~(F,¢)

a) Germes

al) cuspide tangente

n
(%, ¥, X_boouh X ,t) — (x + ty, y3+ Xy + A{x) + T

3 n
i

com A‘(0) =0

t>0

t0

t<O

Figura 3
aé) “lips" transversa
3 2 2 2
(x, vy, xa,...,xn,t) — (X" + xy" + I % x| * tx, y)
i=3
1<0 1=0 t>0

Figura 4
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as) "beak to beak"” transversa

t<0 t=0 t>0

Figura 5

a4) rabo de andorinha transversa

fl Mo

(x, vy, xa,...,xn,t) — (x o+ Xy + x2y + + x? + tx2, y)

i=3

1<0 t-0 >0

Figura 6
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(1) F =f, F =g & =¢ ¢ 0=y,

1
(2) ¢ & m-estavel ,

(3) F é ¢ - adequado .

Prova

Pelo Teorema (4.2.11), existe um caminho (G,®) 4 -adequado
ligando (f,¢) a (g,¥).

A projegéo deste caminho no 22 fator, nos fornece o ¢
dese jado.

Por outro lado, a 12, projecdo G é um caminho tal que
GO =f e G1 = g. Por hip6tese, f e g s&o ¢ - estaveis. Logo,
pelo Teorema (4.3.2), existe um caminho F préximo de G, ¢ - ade-
quado unindo f a g.

Para obter o resultado, basta tomar o caminho Jjustaposto
F¢ v @g onde F¢ = (F,¢) e ¢g = (g,®).

E claro que o caminho Qf v F¢ também satisfaz as con-

digbGes do teorema.
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