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INTRODUCAO

Em Loibel e Tadini ([ 14]) um dos problemas atacados,
foi a relagdo entre o grau de determinagao de um germe, e o com

primento do seu simbolo de Boardman.

Posteriormente, constatamos qgue uma formulagao mais
forte de determinagao finita, permitia obter resultados melho-
res. Isto nos levou ao conceito e a caracterizacao da (r,k)-

-determinacao, através do Capitulo II.

Neste mesmo capitulo, nos preocupamos tambeém com a es
tabilidade do referido conceito em relagao a pequenas perturba
gSes, registrando varios erros da literatura, relacionados com

o tipo de problema atacado.

Paralelamente ao estudo do Capitulo II, surgiu o pro
blema da decomposicdo (separacao em blocos de variaveis) de um

germe, que também envolvia a questdao do simbolo de Boardman.

Tal problema foi abordado no Capitulo III, onde se su-
geriram diversos invariantes diferencidveis, através dos quais,
exibimos condicoOes necessarias e suficientes para a separagao
completa das variaveis, para certas classes de germes, e, condi

¢des necessadrias para a separagao em blocos de variaveis.
Tais invariantes também sdo aplicados no Capitulo IV.

C. G. Gibson (1979 - Singular points of smooth mappings)
da uma relagdo entre a determinagao finita e o simbolo de Board
man de um germe. Acontece que tal relagao se encontra em [14].

Por outro lado, a demonstragao dada por Gibson, parece sugerir
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que no caso polinomial, o comprimento do simbolo de Boardman e
menor ou igual ao grau do polindmio, o que obviamente nao & ver-

dadeiro (ver exemplo V - (1.3)).

Em vista deste fato, no Capitulo V, damos uma condigéo
suficiente para que o comprimento do simbolo de Boardman de um
polindmio finitamente determinado, seja estritamente menor que o

grau do polindmio.



CAPITULO 1T

PRELIMINARES

§ 1. Germes e Equivaléncias

Sejam Co(Rn) a R-algebra dos germes de aplicacgoes c”

n

f : Rn,O - R e CO(C ) a C-algebra dos germes de aplicacgoes

n
holomorfas f : C°,0 - C. Para ambos os casos, denotaremos por

S . ) o
m, ~© Unico ideal maximal e moo=mooe..om (a-vezes) .

Considerando X = R ou C(C, Xl’ e . 7 xn um sistema de
coordenadas nas vizinhangas de 0 ¢ K e f ¢ CO(Kn), denotare-

mos por <9f>, o ideal gerado por alf, . an, com coefici

of
X,

i
Dado £ « Co(Kn), a sua algebra local & definida como

¢ _(x™)
sendo o quociente Q(f) = ——85?;——, onde denotaremos por u(f)

entes em Co(Kn), onde Bif (i =1, ..., n).

a sua dimensao como K-espago vetorial.

Seja R (resp. R) o grupo dos germes de difeomorfis
mos c” P Rn,O - Rn,O (resp. o grupo dos germes_de aplica
cBes bi-holomorfas ¢ : c™,0 - c™,0).

Dois germes f,g ¢ Co(Rn) (resp. Co(Cn)), sao ditos
equivalentes, se existir Y ¢ R (resp. ¢ « ®) tal que fop =g
(resp. feoy = g).

Dados I e J, ideais de CO(Kn), diremos que eles
sao equivalentes, se existir um isomorfismo : de K-algebras
")

Ao CO(Kn) > C_ ("), tal que, A(I) =J.



Grupo de Singularidades

§ 2. Determinagao Finita ICMC - USP

Um germe £ ¢ CO(Rn) & dito k-determinado, onde k &

um inteiro positivo, se para todo g e Co(Rn) com jkfﬂn=jkgun,
existir ¢ ¢ R, tal que, foyp = g. Diremos também que f e
finitamente determinado, se para algum inteiro positivo k, for
k-determinado. Analogos conceitos sao dados para o caso C.

Se f for k-determinado, diremos que k € um grau de
determinacgao de f£.

Em Mather, ([171]), temos o:

2.1. TEOREMA: Seja f « CO(Kn).

Ent3do, f & finitamente determinado, se e somen

te se, p(f) < o,

Salientamos que tal teorema em si, nao determina um

grau de determinacao para f. Nesta linha, temos o:

2.2. TEOREMA ([171): Seja f e Co(Kn).

Se f @& k-determinado, entao

mk+l c m_<3f>.
n n

A reciproca deste teorema & falsa, como podemos obser-

var através do exemplo f = x3 + y3 em CO(Kz). Neste caso
temos my < m2<x2,y2>, com f 3-determinado mas nao 2-deter
minado.
Para uma reciproca, temos o:
2.3. TEOREMA ([2]): Seja £ ¢ C_(K")
e o
Se mi+l < mi<8f>, entao f & k-determi

nado.
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Ainda para uma reciproca, Wasserman [25] provou o

2.4. TEOREMA: Seja f ¢ CO(Rn).
k

Se m_ < mn<af>, entao f & k-determinado.
Como podemos observar, as hipoteses de (2.4) implicam
nas hipodoteses de (2.3). Por outro lado, podemos ter mi+l c
c m§<8f>, sem termos mi c mn<8f>, como mostra o exemplo
f = x4 + y5. Neste caso temos mg c m§<x3,y4>, com mg 4

£ m2<x3,y4> pois, x°y> / <X3,y4>-

Para encerrar o paragrafo, registremos o bonito resul-

tado demonstrado por P. Stefan ([21]), dado pelo

2.5. TEOREMA: Seja f e Co(Rn).
Entao, f & k-determinado, se e somente se,
k+1

k+1
m c mn<8(f+g)>, para todo g ¢ m_o-

§ 3. Determinagao Forte

Conforme ([23]), Zeeman conjecturou numa conferénciapa

ra o I.H.E.S. (Bures - sur - Yvette) que:
" n
Dado f « CO(R ), temos:
f & k-determinado <=> m§+l c mi<3f>."

Acontece que tal conjectura & falsa conforme mostrou

Siersma ([23]) através do exemplo f(x,y) = %+ xy3, que e

4-determinado. Neste caso temos mg c m2<8f> com mg 4 m§<8f>.

o



Aproveitando a conjectura de Zeeman, Siersma ([23]) in

troduziu a seguinte

n

3.1. DEFINICAO: Um germe f ¢ CO(R ) & dito fortemente k-de

terminado, onde k & um inteiro positivo, se

para todo g e« Co(Rn) com jkf(O) = jkg(O), e

xistir ¢ € R, com jlw(O) = led(O) e foyp=g

(I4 & o germe da identidade). E, f ¢ Co(Rn) e

dito fortemente determinado, se para algum in-
teiro positivo k, for fortemente k-determina

do.
Com tal conceito, ele provou o

3.2. TEOREMA: Seja f e Co(Rn)

Ent3o, f & fortemente k-determinado, se e soO-

+
mente se, mk L. m2<3f>.
n n

§ 4. Simbolo de Boardman ([61, [181)

Dado um ideal I < m de C (Kn)

, definimos A_I co
n o} r -

mo sendo o ideal I +I' de C_(K onde I' & o ideal ge-

oh,
rado pelos menores (r+l) x (r+l) da matriz (=—=), com hi el.

0X .
Como podemos verificar facilmente, para a construgao
de TI' & suficiente tomarmos apenas um conjunto de geradores
de I. Tambédm & facil de se verificar que a construgao de I'

independe do sistema de coordenadas fixado nas vizinhangas de

OeKn.



Pondo AlI = A

n-i+lI’ segue que I = A°T < AlI Cees C
c AT ¢ ... < m. < CO(Kn)
Seja k o maior inteiro positivo tal que AkI como.
Nestas condigoes, diremos que A®1 & a extensdo critica de I
e denotaremos por §T.

Como podemos observar, se §I = AkI, entao o posto

de I & n-k, onde definimos o posto dg um ideal J < m  de

J + m2
CO(Kn) como sendo a dimensao de ——~—§—E— como K~-espacgo veto
m
rial. n
. L _ £-1 _ "
Sejam §7T = §(§ 1) £ =1,2,...) as extensoes
criticas sucessivas do ideal I, onde ¢°1 = 1. Definindo

i£+l = n - posto GEI, diremos que I tem simbolo de Boardman

Zi i , o qual denotaremos por B(I). No caso de I = <f>,
l 2 L
com f e mn, denotaremos B(<f>) = Bf.
Se Bf = Zil L ik g com i, # 0, definimos o com-

primento do simbolo de Boardman de f como sendo O inteiro k

e denotaremos |Bf| = k.

Dado £ « mz, k-determinado, uma pergunta natural que
surge, & a relagdao entre k e IBfI.

Por Loibel e Tadini ([141), temos que |Bf[ < k+1.

§ 5. Escada de um Ideal ([71])

Seja Xyr eves X, um sistema de coordenadas nas vizi
nhancas de 0 «¢ K™,
Dados (al, S oy an), (bl’ S bn) € Nn, diremos que

(@gr «env an) < (bl, e ey bn), se existir um inteiro k ¢ {1,...,n}



tal que a_ =b ivee = b e < b ico-

que, n n' ) K+1 a K (ordem Lexico
grafica reversa).

<5 an
Fixado um monomio h = ax;™ ... X/ com a # 0, de-
finimos a sua ordem como sendo a n-upla (al, wiiaiel an). Se
n © = o
f € CO(K ), com f ¢/ m_ s entiao definimos a ordem de f como
sendo o minimo das ordens dos monomios de sua série de Taylor

em 0 ¢ Kn.

Seja I < m, ~um ideal de CO(Kn). Definimos a esca

da de I, como sendo o conjunto E(I) = N

{(al, ey an) e N,

tal que, existe h e I, cuja ordem e (al, . an)}.
Observemos que a escada de um ideal, nao & um invarian

te diferenciavel, como podemos constatar através do

exemplo:
A
I= <xy,x2+y> S My —
_ —  E(I)
A escada de I é dada por: o
2 .
Tomando a mudanga de coor- 1 '___1 —
denadas dada por: - BN
1 2
X = x2+y
v oy ,
Y = X
temos que neste sistema, I & dado por <X,Y3> = J, cuja esca
da é:
J
3+ 1
I E(J)
TN A S
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Uma questdao que surge naturalmente, & a existéncia ou
nao de algum invariante diferenciavel obtido através da escada
de um ideal.

Para esta questao, temos respostas surpreendentes em

([71), dadas através dos dois teoremas abaixo:

5.1. TEOREMA: Seja I < m_  um ideal de C_(K™).

o)

Entao, I contém uma poténcia de m., sSe e so

mente se, a cardinalidade de ND - E(I) & fini
CO(Kn)

ta, igual dlmK——jf*w—n

5.2. TEOREMA: Seja I < m = um ideal de CO(Kn), com

C, (K™) _
dimK———T——-— = n < «, Entao, considerando
Vyr eees wu monomios em Xiv eeer Xpy tais que,
N - E(I) = {ordem de V¢¥,, i =1, ..., u}, te-

i

mos que Vi eees wu sao representantes de uma
¢ (K™

base de —=—— como K-espago vetorial.

§ 6. Fungdes Quase-Homogéneas e Semi-Quase-Homogéneas

Uma funcao f(xl, veey xn) & dita quase-homogénea do
. %1 %n d
tipo (d;ul, ey an), se f(t  SARERY t xn)= tjﬂxl,...,xd

identicamente para t ¢ K = {0}, onde Qpr eeer O sao nume-

ros racionais positivos.
Uma funcgao f(xl, . o xn) é dita semi-quase~homogé

nea do tipo (d;al, .y an), se f = fO + fl’ onde fo é

quase-homogénea do tipo (djay, ..., a ), nao-degenerada (isto

-

e, u(fo) < ©»), e tcdos os monomios de fl tém grau estrita-



mente maior que d, com relagéo aos pesos Opr seer Ope

Para a fungéo nula, atribuimos grau © , independente

mente dos pesos considerados. Nestas condigbes, toda fungao qua

se-homogénea nao-degenerada do tipo (dja;, ..., an), é semi-

-quase-homogénea do tipo (d;al, o an).
Com relagao a estes tipos de funcgoes, temos os seguin
tes resultados (conforme Arnol'd [1]), enunciados mantendo as

notacgoes acima.

6.1. TEOREMA: Seja f = f_ + f; uma funcao semi-quase-homogé-
nea do tipo (d;al, P an).
Entao, u(f) = u(f)).

6.2. TEOREMA: Sejam f e g duas fungoes semi-quase-homogé

neas do tipo (d;al, A an).
Entao, u(f) = u(g).
Observemos que o resultado (6.2), sugere a existéncia
de uma expressao de p(f) em térmos de d;al, ceer O Real

mente existe, e & dada pelo:

6.3. TEOREMA: Seja f uma funcdo semi-quase-homogénea to ti-

po (d;ul, . an).
. d-o, d—uz d—un
Entao, u(f) = ( = ) ( 3 ) (- (——a—~—).
1L 2 n
Registremos que Milnor e Orlik ([19]) provaram que
d—al d—az d—an
(—3 ) ( ) ... (————) @& o posto de um certo grupo abe-

1 %5 %



com relacao aos pesos  a

liano livre, e portanto, € um nimero inteiro positivo.

Sejam f = fO + £, uma funcao semi-quase-homogénea do
tipo (d;al, ey an) e Vir woes wu representantes mono-
miais de uma C-base de Q(f). Suponhamos que wl’ ey wr se

jam exatamente aqueles que tém grau estritamente maior que d,
l, « e o 7 an-

Nestas condi¢oes, mantendo as notagoes, temos o:

6.4. TEOREMA: f admite uma forma normal dada por £f=f +

+ clwl + .4 + crwr ; onde Cqr +ees C. € C.

§ 7. Modalidade

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao fini
ta e G um grupo de Lie atuando sobre M. Diremos que um pon
to x ¢ M, tem modalidade m (sob a dada acao), se m for o

menor inteiro nao negativo, com a seguinte propriedade:

"Existe uma vizinhancga suficientemente pequena de X
em M, coberta por um nimero finito de familias continuas de
drbitas, dependendo de no maximo m-parametros, e, toda vizi-
nhanca de x em M, intercepta alguma familia de orbitas com

m-parametros."

Conforme Arnol'd ([2]), podemos ter uma vizinhanga de
um ponto x e M, coberta por uma familia enﬁmerével infinita
de drbitas. No caso algébrico, isto &, M uma variedade algé-
brica e G um grupo algébrico de transformagoes sobre M, tal

fato nao pode ocorrer.
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Dois germes f : K',0 > K,0 e g : kK%,0 > K,0 s3o di
tos estavelmente equivalentes se, a menos de adigoes de formas
quadraticas ndo degeneradas em outras variaveis, forem equiva
lentes.

Por exemplo, temos que f(x) = x3 e gi(x,y) ) 2

Il
»
+

<

sao estavelmente equivalentes.

Seja ﬁk, o grupo dos k-jatos de elementos de R. Da
do £ ¢ mi c CO(Cn), diremos que £ tep modalidade m, se pa
ra k suficientemente grande, jkf(O) tem modalidade m, como
elemento de Sk(n,l), sob a agao de ﬁk. (Para o caso real, a

definicao & analoga).

Por Arnol'd, ([5]), temos que a modalidade & invarian-
te por equivaléncia estavel.

Em ([8]), Gabriélov diz gque um germe f e mi c Co(Cn)
com u(f) < © tem modalidade prépria m, se, dada uma deforma
cdo versal F(x,A) de £, a dimensdo no espago de parametros
A, do germe de conjuntos definido por A u(FC,N)) = ulf)},
for m. Neste mesmo trabalho, Gabriélov provou a equivaléncia
entre modalidade e modalidade propria.

Em ([2]), Arnol'd deu uma classificagao das singulari-

dades O-modais, através do:

7.1. TEOREMA: A menos de equivaléncia estavel, todo germe 0-mo

dal f : c*,0 »C,0, com f e mi, & dado por:

A, UL S|
Dk : x2y + yk—l, k= 4
E. = x3 + y4
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3 3
E7 X7 + xy
E8 x3 + y5
Observemos que (7.1) também & verdadeiro para o caso
real, desdobrando Dk : x2y * yk_l se k Iimpar e E6 i x3:ty{

Em ([3] e [41), Arnol'd classifica as singularidades 1
e 2 modais de germes £ : Cn,O +~ C,0, com £ ¢ mi. Segundo

Arnol'd, as classifica¢oes sao analogas para o caso real.

Sejam f(xl, cees xn) uma funcdo semi-quase-homogénea
do tipo (d;al, Iy an) e wl, eees wu representantes mono-
miais de uma C-base de Q{(f). Suponhamos que wl, R @r sao
exatamente aqueles que tém pesos maior ou igual a d. Nestas

condigdes, & dito que £ tem modalidade interna r (este nimero
independe do conjunto de representantes monomias para uma C-ba
se de Q(f)).

Em ([11), Arnol'd provou que a modalidade & maior ou
igual a modalidade interna, para o casoude uma funcao semi-qua
se-homogénea.

Em ([9]), Kushnirenko e Gabriélov, provaram que tais
conceitos coincidem para o caso de f homogénea. Arnol'd ([5]),
acha bastante provavel que tal fato seja verdadeiro para o caso
semi-quase-homogéneo.

Recentemente ([24]) foi dada uma classificagao para as
singularidades com modalidade interna 3 e 4. Lembremos que as

singularidades com modalidade interna 0, 1, 2 estao contidas

nas listas de Arnol'd das singularidades com modalidade 0, 1,2.



§ 1.

Em (I -

CAPTTULO T1

(1,k) -DETERMINACAQ

Caracterizagao da (r,k)-Determinagdo

§ 3), temos a definigao de determinagdo for-

te, introduzida por Siersma. Vamos agora dar algumas definicoes ,

afim de podermos dar algumas respostas a questdes surgidas, co

mo veremos adiante.

1.1. DEFINICAO:

P

1.3.

DEFINICAOQ:

OBSERVACOES :

Dois germes £f,g ¢ Co(Rn) sao ditos r-equiva
lentes, onde r & um inteiro nao negativo, se
existir um germe de difeomorfismo C

p : R%,0 - R%,0, com 3%p(0) = 37141(0) e

fop = g.

Dados f «¢ CO(Rn) e (r,k) « N2 com 0 <rc<k,

diremos que f & (r,k)-determinado se, para
todo g « Co(Rn) com jkf(O) = jkg(O), tiver-

mos f£ e g r-equivalentes.

A (1,k)-determinacao coincide com a determi-
nagcao forte e a (0,k)-determinagdo, coincide

com o conceito usual de determinacao finita.

O Teorema (I - 3.2) da uma condig¢dao necessaria e sufi-

ciente para a (1,k)-determinagao. Um dos nossos objetivos neste

capitulo, & dar uma condic¢do necessaria e suficiente para a

13
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(r,k)-determinagdo, 1 < r < k. A demonstragao, segue técnicas
analogas as empregadas por Siersma quando da caracterizacao da

(1,k)-determinacao.

1.4. TEOREMA: Sejam £ ¢ m, < CO(Rn) e 1 < r < k inteiros.

Se mk+l S mr+l<8f> + mk+2, entao £ é& (r,k)-
n n n
—-determinado.
~ . k kK
Demonstracao: Seja g e m. s tal que, J g(0) = j37£(0). Isto

equivale a f-g ¢ m§+l. Definamos

F:R'xR,0xR>R por F(x,t) = £(x) + t(g{x)-£(x)) e
Ft(x) = F(x,t). Logo, Fo =f e Fl =“g.
Seja 3. F = (8,F, ..., 9_F) onde 3.F = oF
X 1 n i 8xi ’
i=1, «.., n, e, Xqr «ewr X & um sistema de coordenadas
nas vizinhancas de 0 « R™.
Mostremos inicialmente que, fixado to € R, existe

p:VecR'xR=>R" onde V & um aberto do R" x R contendo

(0,t,), tal que:
(i) p(0,t) = 0, para todo (0,t) e V;
(ii) dip(O,t) = 0, para todo (0,t) eV e 1< s < 1r, e,
(iidi) alF(x,t)pl(x,t) + ...+ anF(x,t)pn(x,t) = f(x) - g(x),
para todo (x,t) € V, onde p = (pl, cees pn).
, n+l, -
Para tal, consideremos COxt (R ) o anel dos ger-
o
mes de aplicagoes C do R" x R em R, com fonte (O,to).

Seja Mol t seu Unico ideal maximal. Temos portanto as in-
14
o}

n n+l
) < Coxto(R ) Mh < mn+l,to'

clusoes naturais CO(R
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De F(x,t) = £(x) + t(g(x)-f(x)), segue que aiF =
=9, f + t(aig—aif), e entao, 0 = 3,F + tai(f—g), i=1,...,n.
. _ n+l
Seja JF = <81F, .oy BnF>.Coxto(R ) . Como
k+1 ~ k
f-g ¢ my ’ entao, ai(f—g) e m_ e portanto, tai(f—g) €
n+l, k —
€ COXtO(R )mn , i=1l,y «eu, n.
- n+l, k
Logo, <3f> = <alf, . ’anf> c JF + COXtO(R )mn.
Como por hipdtese temos mi+l c mi+l<8f> + mi+2 , se
gue que Coxt (Rn+l)m};+l c mi+l<3f>.coxt (Rn+ly+mifzcaﬁ:(Rp+l).
o) o) o
n+l, k n+l, k+1
Desde que <9f> < Jp + COXtO(R )mn , temos CoXtO(R )mn c
r+1 k+2 n+1 k+r+1 n+l
< m JF + m coxt (R )+ m CO><t (R dis
o o}
Sendo r =z 1, segue Jue
n+l, k+1 r+l k+2 n+l
COxt (R )mn < omy JF +om CO><t (R R
o o)
Devido a inclusao natural mo < mn+l,to ; segue que
n+l, k+1 r+l n+l, k+1
Co><t (R )mn < M JF K mn+l,t (Coxt (R )mn X
o) o) o :
Pelo Lema de Nakayama ([17]), segue que
n+l, k+1 r+1 k+1 n+l, k+1
COxt (R )mn cm . De Mo c Co><t (R )mn , temos
o) o}
k+1 r+l
m cm J_ i
n n F
k+1 .
Como f-g ¢ my e segue gque existem Pyr +e-r Py €
n+l, r+1 . _ ‘
€ COXtO(R )mn , tais que, f£f-g = Blel + ...+ Bann.
Logo, tomando p = (pl, . v g pn), segue Jue existe um

aberto V do R? x R, com (O,to) e V, tal que:
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(i) p(0,t) = 0, para todo (0,t) ¢ V;
(ii) dip(o,t) = 0, para todo (0,t).e V e 1< s < r, e,
(1ii) 31F(x,t)p1(x,t) toooo F 3 Fx,t)p (x,8) = £(x) - g(x),
para todo (x,t) ¢ V.
Antes de prosseguirmos com a demonstragao, usaremos

t~t , para simbolizar "t suficientemente proximo de to“.
Consideremos agora a seguinte equacao diferencial:
oh _
'ﬁ(xrt) - p(h(x:t) rt)
(%)
h(x,to) = X
Pondo ht(x) = h(x,t), temos que ht = identidade. Lo
o
go, ht e germe de difeomorfismo C em 0 € Rn, para t ~ Fb'
Observemos que para X = 0, h(0,t) = 0 & solugao do
, n+l, r+l
sistema (*), uma vez que, Pir «oer Py € COXtO(R )mn . Lo-
go, ht(O) = 0, para t ~ ty-
Tomemos y(t) = Ftoht. Entao, y(t)(x) = F(h(x,t),t).
Portanto,
d d 2y
a'E(Y(t) (x)) = a—E(Ft(ht(X))) = 81F(h(x,t),t)—3—t—(x,t) o
ahn
e BnF(h(x,t),t)7ﬁ?(x,t) + gth(x,t)) - £f(hix,t)),
onde h = (hl, .oy hn).

Por (*) temos que:
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d

EFt(ht(x)) = BlF(ht(x),t)pl(ht(X),t) + sus +

+ ...+ 3 F(h, (0,t)p, (h (x),t) + g(h (x)) = £ (x).

Sendo ht germes de difeomorfismos ¢” em 0 ¢ Rn,
© com ht(O) = 0, para t ~ t_, segue por (iii) que

d - n
EEFt(ht(X)) = 0 como germes em (O,to) e R7 x R.

Pela conexao da reta, segue v (t) & constante para
t ~ to’ Logo, Ft = Ft oht = Ftoht, para t ~ to.

0 o} o)
Mostremos agora que jrht(O) = j{Id(O), para t ~ to.
Como h£(x) = h(x,t) & solugao do sistema (%), isto

g, %%(x,t) = p(h(x,t),t) e h(x,to) = x, nas vizinhangas de

(O,to) ¢ R? x R, segue que:

DM t) = 5o (i) ,8) = g (P (h(x,8),8), ..oy
ki 5 1 1
apl oh.
LA 4 Pn(h(xlt),t)) = (jélw—j—,(h(X’t),t)aXi(x’t), oo o g
n Bpn dh.
ceer sIpsor (X, £)  t) gt (x,t)) .
J=1ay i

Seja 1 < u £ n.

~ d = 8pu 3&1

Entao, §§Ipu(h(x’t)’t) sL13y (h(x,t),t)axi(x,t)

Portanto, E%Tpu(h(x,t),t)lxzo = 0 pois, P, € Coxt (Rn+l) r+l
&
e ht(O) = 0 para t ~ tO (r =2 1)
- 5e
Pela mesma razao, T T T pu(h(X,t),t)!x=0 =0
11 1s

se 1 < s <r e t ~ to.

Logo, por (*) temos que,
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S
- ) -
0 = 5P B E) | 4o
i
1 S
S
- 3 R -
= sm— o 'ath(x’t)‘x=0
i i
1 S
s s
o2 5 o D 2
= 3t 3%, ... 9%, hix,t) |0 = 5 lom o ax P )0
1 s ! s
se 1 < s < rx e t ~ t .
o)
d 1S .
Portanto, §Ed ht(O) =0 se 1l <s<r e t~ to. Dis
to segue que dsht (0) = dsht(O) se 1l < s <r e t ~ to.
o)
Se s =1, como hto = Id ’ temos gque dht(O) = Id pa
ra t~ t_.
o)
Se 2 < s < r, como ht = I segue que dsht(O) =0
o
para t ~ to'
Concluimos pois, que Ft é equivalente a Ft atraves
o}
da familia de germes de difeomorfismos {ht}, com a proprieda-
X _ .Y N
de j ht(O) = j Id(O), se t t -
Pela conexao e compacidade de [0,1], segue que FO = f
e Fl = g sao r—equivalentes.
Vale a reciproca.
1.5. TEOREMA: Se f ¢ m, < CO(Rn) & (r,k)-determinado, entao,
mk+l - mr+l<8f> o mk+2.
n n n

Demonstracao: Consideremos os seguintes conjuntos:

M= g e Co®Y : 35900 = ()} e

It

N &)

{g « CO(R g & r-equivalente a f£}.
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Tomemos a projegao natural i g € Rn) > Jk+l

k+1 O( (nrl)-

. _ _ . k+1
Sejam M, ., = ﬂk+lM e Ny, 7 ﬂk+lN. Consideremos Rr

[o0]

o grupo dos (k+l)-jatos de germes de difeomorfismos C

p : ®R%,0 » ®R%,0, com 3TW(0) = 3714(0).

Por Mather ([17]), temos que R§+l & um grupo de Lie
(R§+l & um grupo algébrico), portanto, as Rt+l—6rbitas em
Jk+l(n,l) s3o subvariedades imersas de Jk+l(n,l) (sendo Rk+l
algébrico, as Rt+l—6rbitas em Jk(n,l), sao subvariedades
mergulhadas de Jk+l(n,l)).

Pela definicao de M, temos que My, = jk+lf(0) +
+ Hk+l(n,l), onde Hk+l(n,l) & o R-espaco vetorial das (k+1)-

~-formas homogéneas reais em n indeterminadas.

Como f @& (r,k)-determinado, segue que M ¢ N. Portan
k+1

to, Mp,q < Nk+l’ Sendo My ,; =] £(0) + Hk+l(n’l) e Nk+l =
_ ok+1.k+1 ~
= Rr j £(0), segue que Hk+l(n,l) =TM 4 < T Ny iqe onde
z = 35" Lg(0).
_r+l - k+2
Mostremos gue Tsz+l =m <3f> modulo my
Para tal, sejam vV € Tsz+l e v : (-g,e) ~» Nk+l , uma
curva diferenciivel, com v (0) =z e vy'(0) = v.
_ pk+l . _
Sendo Nk+l = Rr z, existe ht € Rr (grupo dos ger

mes de difeomorfismos o P os Rn,O - Rn,O com jrw(0)=er (0),
d

tal que, vy(t) = ﬂk+l(foht) (D. Rand [211).
= ot -4 . - 4 (£
Portanto, v = y'(0) = dtTrk+l(f ht)t=07m+lgﬁ4f hQ t=0]'
Por outro lado,
n dh.
d - 4 - of _J
EE(foht) £=0 = dtf(h(x,t)) £=0 ]él yj(h(X,O)) 7t (X,O),

onde ht(x) = h(x,t) = (hl(x,t), e.., h_(x,t)).
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como  3*1g(0) =z = y(0) = F*(gen ) (0) e n_ < R_,
segue que é%(foht) £=0 € <8f>.Co(Rn) modulo m§+2.
oh. .
Denotemos Tﬁg(x,O) = pj(x), i =1, ..., n e
)
P = (DPysr «vey pn). Logo, gfht(x),t=0 = p(x).
Tomando 1 £ s £ r, temos
S — 1S _0_ s
AP (%) | 4o = Aelyghye (%) | og?| gm0 =
~ O3S _
= getdyhy (%) |x=0]|t=0 =0,
pois ht € Rr.
. _ 9 _ .
Temos ainda p(0) = 8tht(O) =0 = 0, pois ht € Rr.
, o~ r+l
Nestas condigoes, pl, cees Py o€ mn . Portanto,
a T oof r+l k+2
—_— o = - < p=s
T Eon) g = 5k yj(h(x,o>)p (x) e mETt<3r> mddulo mte.
Como v =T [il(th ) ] segue que T_N c
k+1-dt t’|t=0"" z k+1
c mi+l<8f> modulo mk+2
Seja a(x) ¢ mi+l<8f> modulo mi+2. Logo,
n
— r+1
al(x) = i;laif(x)pi(x) COM Py, «ewy Py o€ M 7.
Tomemos ht(x) = x+tp(x) onde p = (pl, AR pn). Sen
do hO = Id ’ temos que ht e germe de difeomorfismo Cm,
ht : Rn,O - Rn,O para t ~ 0, pois p(0) = 0.
+ . .
De Pys ---r P, < mi l, segue que jrht(0)==erd(0) e
portanto, ht € Rr se t ~ 0.
Definindo A(t) = ﬂk+l(f°ht) para t ¢ (-eg,€), com
k+1

e > 0 e suficientemente pequeno, segue que A(t) R

n
(jélaaxf.
j

r z = Nk+l’

com A(0) =z e X'(0)

= Tl (x)pj(x)).



Grupo de Singularid
- g ades

ICMC - Usp
Logo, A'(0) = ﬂk+l(a(x)) € Tsz+l‘ Disto segue que
r+1l - k+2
my <3f> modulo mo c Tsz+l'
Portanto, T_N = mr+l<8f> modulo mk+2.
z k+1 n n
Desde que, Hk+l(n,l) = Tsz+l < T, Ny,q, Segue que
mk+l - mr+l<af> + mk+2.
n n n

Vejamos agora alguns corolarios de (1.4) e (1.5):

1.6. COROLARIO: Sejam £ e m_ < CO(Rn) e seZ, s> 0.

Se f @& (r,k)-determinado, entao f

[0}

(r+s,k+s)-determinado.

Demonstracdo: Sendo f (r,k)-determinado, entao, mi+l c
c mr+l<8f>. Disto segue que m§+s+l<:mi+s+l<3f>.

Sendo r+s > 0, temos que f & (r+s,k+s)-determinado.

1.7. COROLARIO: Sejam f,g ¢ m, < CO(Rn) germes de funcgoes de
Morse.
.k _ sk
Se para algum k ¢ Zz, k 2 2, j7£(0) = j7g(0),

entdo, f e g sao (k-1)-equivalentes.

Demonstracao: Sendo f um germe de fungao de Morse, entao
<gf> = m_. Portanto, mk+1 = m(k—l)+l<8f>.
n n n

Como k=2, segue que f @& (k-1,k)~-determinado.
Pelo fato de termos jkf(O) = jkg(O), segue a

(k-1)-equivaléncia de f e g.
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1.8. COROLARIO: Seja ha(xl, ceey xn) uma forma homogénea real
do grau a =z 2, com u(ha) < o e nz 2.
Tem-se:
(i) se a =2, f e (1,2)-determinado;

(ii) se a =3, f & (n-1,nt+l)-determinado;
(1ii) se a =2 4, £ & (r,k)-determinado, onde
r = (n-1)(a-2)-1 e k = n(a-2). Além dis

so, h nao @ I[n(a-2)-1]-determinado.

Demonstracao:

(1) : imediato.

Provemos (ii) e (iii).

Sendo ha uma forma homogénea do grau a > 3,
com u(ha) < =, segue que ha €& semi-quase-homogénea do tipo
(l;%, .y %}. Por Arnol'd ([11]), temos que em gualquer base

monomial de Q(ha), existe exatamente um mondmio basico com

_ 2 ~ . ]
grau dmax = n(l - E) e gue, todo monomio com grau maior que

d (com relagao aos pesos (%, ce

)) esta em <3h >,
max . a

i~ Wl

Como d = n(l - %) [n(a-2)], segue que

max

m2(a=2)+1 _ 8y L. pelo fato de serem 3.h_, ..., 3 h_~ homoge
n a 17a na =

neos do grau a-1 (com relacao aos pesos (1,

mn(a—2)+l c m(n—l)(a—2)
n n

«ees 1)), segue

que <8ha>.

~ n+l n-
Se a = 3, entao my < m. 1

gue que mg+2 c mﬁ<aha>. Como n > 2, temos que h, e (n-1,n+l)-

<8fa>. Disto se-

-determinado. Observemos que podemos melhorar o grau de determi-

nagao, dependendo de n, isto &, para n 2 3, h3 é (n-2,n)-

—-determinado.
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n(a-2)+1 _ m(n—l)(a—Z)

Se a 2 4, entao m
n n

<oh_> im-
a

plica que ha & ((n-1) (a-2)-1,n(a=-2))-determinado.

mn(a—2)
n

Se <dh_>, entao por (I - 5.2) segue due

existe uma base monomial de Q(h_), cujo grau de cada mondmio

ORI
Wl

com relagdo aos pesos (%, ..., =) & estritamente menor que

2 - - N
dmax = n(l - 5)’ o que & um absurdo. Logo, ha(a 2 4) nao e

[n(a-2)-1]-determinado.

1.9. OBSERVACOES: Para n = 2, (iii) poderia ser provado por

outras vias como segue: sendo u(ha) < », se
gue por Kuo ([11]) que alha e Bzh; sao primos entre si.
Sendo Blha e Bzha homogéneos do grau a-1, primos entre
si, segue por Lu ([15]) que m%a—3 < <3h_>. Pela homogenei-

2a-3 a-2
dade de Blha e Bzha, temos que mo < m, <8ha>, acar
retando a (a-3,2a-4)-determinagao de ha(a > 4). Como
. a-3 o q.

dlmRﬂ2a_4(m2 <Blha,82ha>) < 2a-4 < 2a-3 = dlmRHza_4(2,l), se
gue que h nao & (2a-5)-determinado.

De uma maneira mais geral, temos o:

1.10. COROLARIO: Seja f e m_ < Co(Rn), tal que, £(xy,.../X )=

n
= f (X5, o.., X_ ) + £_ (x ; eeer X )+
aqy 1 ry a, r1+l rl+r2

+ ... fa (xr 41y e X = ),

k Tk-1 Tk-1""k
com rk_l+rk =n, u(f) < =, Qyreserdy < Z,
3 < a; < a, < < a, e fa. homogenea do
grau a, (1 =1, ..., k; n = 2).
Entdao, f & (r,s)-determinado, se a; 2 4 e
(r+1,s+1)-determinado, se a, = 3, onde:

i
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s = rl(al—2) + r2(a2—2) + saw + rk(ak—2)
Demonstracdo: Se f e g sao dois germes semi-quase-homogé
neos do mesmo tipo (d;ul, « W&l an), entao, con
siderando B e B' duas bases monomiais de Q(f) e 0(g)
respectivamente, e, i ¢ Q, entao o nimero de monomios de B
com grau i, @& exatamente igual ao nimeroc de monomios de B!
com grau i, com relagéo aos pesos (al, S an), conforme
a a
({1]). Logo, considerando g(xl, ey xn) = xll + ... + xrl +
a, a, ay a 1
+ xr +1 + ...+ xr +r + pa. + xr +1 + ...+ xr 4. com
1 1 72 k-1 k-1 "k
rk_l+rk = n, temos que f e g sao semi-quase-homogéneos do
. 1 1 [ E 1 1 1
mesmo tipo (li==, «.u, =—y==) cauy T/ eees T4 eees )
a; a;’a, a, ay ay
= 1 - 1 _
Portanto, d .. =3 [rl(al 2)] + ...+ ak[_'rk(akZ)].
1
Combinando este fato, com (I - 5.2), temos o re-
sultado, e além disso, segue que f nao é (s—1) -determinado
(al > 4),
J. Martinet ([16]) demonstra a seguinte proposi-
cdo, que & uma conseqgliéncia imediata de (I - 3.2):

n) com mk+l c m2<3f>.
n n

Sejam f,qg € mo < CO(R
k+1 ~ ~ , _
Se f-g ¢ mo s entao f e g sao equivalen

tes."

Para uma resposta mais geral, temos o:
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n k+1

1.11. COROLARIO: Sejam f,g ¢ m. < CO(R ), com m c
c mi+l<8f> e r =2 1,
Se f-g ¢ m§+l, entao f e g sao r-equi-
valentes.
§ 2. Perturbagoes em m, de Germes Finitamente Determinados

Sejam f,qg ¢ mo < CO(R2), tais que, f(x,y) = x2y + y3
e glx,y) = y2. Consideremos ft(x,y) = x2y + y3 + ty2.

Temos que fO & 3-determinado, pois, mg c m§<8fo>.

Mostremos que ft nao & 3-determinado para t # 0.

Usando técnicas de ([2]), temos:

%ft = () <==> x2+3y2+2ty =0 = y=y(x = - %Ex2+ 0(x4),

se t #0.

Logo, £,0ty(x)) = x> (- x” + 00xh)) + e + o)) +
6 14 6 ke
+ 0(x") = - 75t 0(x").

Portanto, ft & equivalente a x2 i y4, conforme t<0
ou t > 0. Disto segue que £, & 4-determinado mas nao 3-de-
terminado (t # 0).

Em vista deste exemplo, vamos propor o seguinte proble
ma:

"Seja f « m., < CO(Rn) k-determinado e seja P e mi

com o ¢ Z, o =21, Considerando ft = f+ty, qual
o menor o de um modo geral, tal que, £ é k~deter

minado para t ~ 0 2"
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Para dar uma resposta a esta questao, demonstremos a
seguinte:
2.1. PROPOSIGAO: Seja f e m_ < CO(Rn) (r,k)-determinado, com
1l <r < k.
. _ S n
Sejam A (kl, 55 o7 XS) € R e wAE CO(R )
uma familia de germes a s-parametros, com
-r+ "
wk mk £ l, A e U, onde U e um aberto

de RS contendo O.

Entao, definindo £, = £+y, , tem-se £y

(r,k)-determinado se A pertencer a uma bola

de centro em 0 ¢ RS e raio suficientemente
pequeno.
- , ~ k+1
Demonstracao: Sendo £ (r,k)-determinado, entao temos mn c
r+l . )
< omy <3f>. Sejam Ppr +e+r Py R-geradores de

Hk+l(n,l) (R-espaco vetorial das formas homogéneas reais de

grau k+1 em n indeterminadas). Denotemos Hk+l(n,l) =
= <Pqys «-+r Pyop-
n

Logo, para 1 < j < t, temos pj = iélaijaif modulo
k+2 onde r+l
mn 7 Ot,ij € mn -

_ n n n

Tomemos Py = i;laij(aif+ai®x) = iglaijaif + iélaijaiwk’
j=1, 2, ..., t

Como st e mr+l segue ue

wx € my dij e my ' g o
n k+1 . :
i;laijaiwk e m. s para todo j =1, ..., n e A e U.
k+1— k+l, ©

Nestas condigoes, J pj(O) = pj + 3 (iélaijaiwk)(o)’

j=1, ..., n. Como Hk+l(n,l) = <Py, ey Py >R s Segue que

existe uma bola aberta B(0,e) < U, de centro 0 ¢ R® e raio



27

e > 0 suficientemente pequeno, tal que,u

B (1) = <5515

k+1—
k+1 ]

(0), w.., (0)>R.

r+l

k+2
Portanto, Hk+l(n,l) < om

<8fx> modulo mo para

A e B(0,e).

Logo, mﬁ+l c mi+l<8f> + mi+2, se A ¢ B(0,e).

Como r > 1, segue que f, é (r,k)-determinado pa-

ra A e B(0,e).

2.2. OBSERVACOES: Como podemos observar na demonstragao da pro

posicao acima, as condigoOes impostas a A em
Py sd sao importantes para a parte homogénea de grau  k-r+1l

de wk‘ Como caso particular disto temos o:

2.3. COROLARIO: Seija f(xl, e ey xn) uma forma homogénea real

do grau a =z 4 €M X.,; «e.; X com n = 2
! 1 n

e u(f) < o, Seja wk e hk + P uma familia

de germes a s-parametros A = (Al,...,ks) € RS,

A ¢ U um aberto do R° contendo O 7 com
at+l

hk € Ha(n,l) e Y € mlo-

Entao, existe uma bola aberta B(0,g) < U, com

centro em 0 ¢ R° e raio e > 0 suficiente-

mente pequeno, tal que £4+9, e ((n-1) (a-2)-1,
n(a-2))-determinado se A e B(0,g).

Demonstracao: Por (1.8), temos que f & ((n-1) (a-2)-1, n{a-2))-

~determinado e portanto, mE&kzrﬂtmgrl)EP2)<8ﬂn

Como fn(a-2)+1] - [(n-1)(a-=2)] + 1 = a, hk € Ha(n,l) e

P e mi+l, entao, o resultado segue para fk = f + wk ) onde

9, = hy + 9.
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De um modo mais geral, temos o:

2.4. COROLARIO: Seja f(xl, , xn) = fal(xl, ceer X ) +

1
+ fa (Xr +17 ot P 4o )+ + £ (% X_)
2 1 172 toT r, +1'°""""n

k-1
com u(f) < =, Bys -eer @ € Z, 4sal<a2<.“
<a, e fai homogenea real do grau a;
(i =1, ..., k;jn 2 2). Consideremos fx=f+wx'
onde Y, =h,+ ¢P,com h, ¢ H_  (n,1) e

ak+1 A A g ax

Poemy , uma familia de germes a s-parame-

tros A= (A .y AS) e U c Rn, U aberto

1_, e

contendo 0 ¢ RS.
Entao, existe uma bola aberta B(0,e) ¢ U, com
centro 0 ¢ R® e raio e > 0 suficientemente

pequeno, tal que, para A € B(0,e) tem-se fk

(r,s)-determinado, onde s = rl(a =2) +r (a2—2) +

1 2
( —ZH(n—rk_l)(ak—Z) e r=s-%ak~D.

]

+ ... + ¥

k-1 "'%%k-1

2.5. OBSERVACOES: Considerando o exemplo do inicio do paragra-

fo, isto &, f(x,y) = x2y + y3, Pix,y) = y2
e ft = f + tp, temos fO = f & (1,3)-determinado pois
mg c m§<8fo> e ft nado & (1,3)-determinado se t # 0. Neste
caso temos k =3, r =1 e wt = ty2 € mk—r. Logo, a propo-

2

sicdo (2.1) da de um modo geral, a melhor estimativa para a per

turbagao, no sentido de preservar a (r,k)—determinagéo.

§ 3. Alguns Equivocos da Literatura

Fncontramos na literatura, alguns equivocos relaciona

dos com o tipo de questao abordada pela proposicao (2.1).
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3.1. J. Martinet, ([16]), propoe o seguinte problema:

"Sejam || uma norma fixada em 3 n,1) e £ e m s

tal que, mk c m_<9f>.
n n

Mostrar que existe e > 0, tal que, para todo g em,

com ]jk_lf(O)—jk_lg(O)| < g, tem-se mi < m_<dg>."
. _.3,..4 4
Para tal, seja f(x,y) = x"+y ¢ mo. Logo, mo <
.3 4 2 2 2
< m,<3f>. Tomando gt(x,y) = x"+y  + t7x” + 2txy” , temos que
I & equivalente a x2 + y6, conforme t > 0 ou t < 0.
3 _ ' 2 2y
De fato: Fazendo %9t = 0, teremos 3x° + 2t(tx+y”) = 0.
) 4
Para t # 0, temos x = x(y) = - %? + 0(y7). Logo,
6
g, (x(¥),y) =-L3+ 0(y8).
t
Portanto, It e equivalente a x2 s y6, conforme
5 4
t>0 ou t < 0. Logo, my < <agt>, mas m, Z m2<8gt>, para
t # 0.
3.2, D. sSiersma, ([23]), registra a seguinte proposicao:

"Sejam £,y € mooe ft = f + typ, com t ¢ R.

k+1 2 k+2

Se m c mo<3f> + m , entao Mﬁi cng<wf>-+mk+2
n n n n n t

n 14

para t suficientemente pequeno."

Um contra-exemplo para tal proposicao, & o exemplo tra

tado no inicio do paragrafo anterior.

o

Como sabemos por (I - 7.1), trata-se de uma singulari-

dade O-modal.

Outro contra-exemplo, & dado pela singularidade l-mo

dal J : x3 + y6 + tx2y2, com 4t3 + 27 # 0. (Esta Gltima

10
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condicdao & para garantir a determinagao finita do germe).

Para tal, consideremos £ (x,y) = x3+y6 e 1D(x,y)=x2y2
Temos m; c m§<x2,y5>. Logo, f & (1,6)-determinado.
. _ ° 2 2 5 2
Seja ft = f + tY. Logo, <8ft> = <3x"+2txy”, 3y +txTy>.
3 2 -
Para t # 0, 4t~ + 27 # 0, temos que m2<3ft> modulo

8 4 5 6 7 6 52 43 3.4 25 6 _5 4 2 3.3 2 4
2

My = <X X X ;X ;) XY, XY XY ;XY ;XY XY ' XYXY XY XY ,

x4y,x3y2,3x3y + 2tx2y3,3x2y2 + 2txy4,3x2y3 + 2txy5,3y7 + tx2y3>R.

A escada de <3f > contém a seguinte configuracgao:

—

1 2

Como ft €& quase-homogénea do tipo (l;%,%),‘segue por

(I - 6.3) que p(f£,) = 10. Por (I - 5.1) segue que.a escada de

t
<3ft> & dada por:
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Disto segue que y7 € <8ft>.

Por outro lado, y7 £ m§<8ft>, pois do contrario, te-

7 2 3 3 2.3 2.3

riamos y7 e <3y’ + tx"y7,3xTy + 2tx7y  ,3x7y" + 2txy5>R s O R-es

paco gerado por todos os geradores de m§<8ft> modulo mg P que

estao ligados a y7. Mas isto & um absurdo.

Logo, fo & (1,6)-determinado e ft é (0,6)-determina
do, mas nao (1,6)-determinado se t # 0 e 4t3 + 27 # 0.

3.3. No mesmo trabalho, ([23]), Siersma afirma que a proposicgao
acima citada, continua verdadeira para perturbagdOes com s-—

-parametros, s 2 2.

Tomando £ (x,y) = x3+y4 + A x2 + A xy2, e consi-
Al,x2 1f 2
derando o caminho Xl = f }2, cairemos no exemplo visto em

(3.1). Logo, tal afirmagao & falsa.

3.4. Ainda Siersma, ([23]), como conseqiiéncia da proposicgao cita

da em (3.2), registrou o seguinte resultado como corolario:

"Sejam f,Y ¢ mo s tais que:

(1) mk+l c m2<af> + mk+2
n n n

.
r

(11) © £ m_<3E> + mi+l

Entao, f nao & equivalente a £ + tp, se t for su

ficientemente pequeno."

Tal corolario & verdadeiro, embora no referido traba-
lho, tenha sido "demonstrado" fazendo uso da proposicao citada

em (3.2). Passemos a demonstra-lo:
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Por (i), temos que f & k-determinado.

Seja y(t) = jkf(O) + tjkw(O), t ¢ R. Se existir

Rkjkf(o), entao,

e > 0, tal gque, para todo t ¢ (-e,eg), v I(t) €
y(t) & equivalente a jkf(O) que é equivalente a f, para to
do t e (-eg,¢e).

Logo, Yy'(0) = jkw(O) € Tszz, onde 2z = jkf(O). Co-

mo T sz = m_<o9f> mddulo mk+l, segue que P e m_<3f> + mk+l,
z n n n n
contra (ii).

Como em Jk(n,l), a intersecg¢ao de uma variedade 1li-
near l-dimensional L com uma Rk—érbita € um conjunto finito
de pontos ou uma reuniao de intervalos abertos em L ([23]),se
gue gue existe § > 0, tal que, Y(t) £ sz, para todo
t e (-§,8), t # 0.

Portanto, £ nao & equivalente a f + ty, para todo

t e (=§,8), t #0,

3.5. OBSERVACOES: Quanto a proposicao citada em (3.2), o erro

na "demonstracao", consiste no seguinte argu

mento usado:

i k1
. n n -
O autor considerou Y : > a projecgao
mﬁ+2 m]r<1+2

natural. Pelas hipdteses dadas, temos que

m2<3f s 4 mk+2 mk+l
Vs ) = —2 - se t = 0.
m m
n n
Como a familia fo=f+ ty & continua em t, segue

que
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m2<8f > + mk+2 mk+l
( n t n ) = n
v K¥2 Sy
m m

n n

suficientemente proximo de 0 ¢ R.
Disto, ele concluiu erradamente que

para t suficientemente proximo de

0

€

k+1
m
n

c mi<8ft> +

R.



CAPITULO 111

SEPARACAO DE VARTAVEIS

§ 1. Decomposigoes

Seja

1.1. DEFINICAO:

s

2.

DEFINICAOQ:

(1)

(ii)

K=R ou C.

Seja T =z, . o simbolo de Boardman de
iyi, -en

um germe f ¢ m, < CO(Kn). Por uma decomposi-

cao de L , entenderemos a soma Zj +
l - s =

* Zﬁl ... 1 com 1= jlrﬁl , € por uma decom-

posigao completa de L , entenderemos a soma
r = Zl » + ...+ Zl com i, parcelas,

ty ass FEOM S

o)

I\
N

Seja £ em_ < C (K'), com n
n o

f se decompoe, se para algum r ¢ Z, 1<r<n,

f for equivalente a um germe da forma

g(xl, c ey xr) + h(xr+l' yomi, p xn).
f se j-decompoe, onde j € Z, 1 < j < n, se
a
f for equivalente a um germe da forma aqXy +
a.
J
+ ...+ ajxj + g(xj+l, o wewy xn), onde ay €K,
a; e zZ, aj 21, para i=1, ..., j. Para o
caso de j = n, diremos que f se decompoe

completamente.

35
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(1ii) £ admite uma boa-decomposigao, se £ for equi
valente a um germe da forma f_ (x,, ..., x_ ) +
ay 1 ry
+ £ (x ;oesey X )+ L.e+ . (x PoeesX )
r.+1 r, & rk_l+l "'’

2 1
onde a, e z2, a., =21, f & uma K-forma homo
i 0

génea nao degenerada de grau a, s (i =1,...,k)

(iv) f admite uma semi-boa-decomposigao, se f for

equivalente a um germe da forma fa (xl,...,xr )+
1 1
+ £  (x g o ewey X)) + ..+ £ (% reee X ) +
a, rl+l r, ay rk—l+l "n
+ h(xl, SUSOr xn), onde fal, - fak sao co-
a, +1
ce s k
mo em (iii) e h « moo e
. 2 n
1.3. PROPOSICAO: Seja f ¢ m. < CO(K ), com f(xl, . xn) =

X ) e l£r<n.

e g(xl, ey Xr) + h(xr+l’ ceer X

Entao, u(f) < «», se e somente se, p(g) < «
e u(h) < « como germes de CO(Kr)eeCo(Kn_r)

respectivamente, e, u(f) = u(g)u(h).

Demonstracao: Podemos supor que f, g e h sao polinomiais.
Seja K = R. Denotemos por fc, 9o © hC as

complexificacoes de f, g e h, respectivamente.
Temos por ([13]) que, dimR Q((f) = dimC Q(fc) (analoga

mente para g e h).

Logo,
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Como f € mi, segue que (g ¢ mi e h e m2_ . Portanto,
9c € mi e hj e« mi_r . Disto segue que u(f) < = se e somen
te, u(g) <= e jp(h) < o,

Mostremos agora que p(f) = p(g)u(h).

Para tal, sejam F, G e H, germes de aplicagoes ho-

lomorfas, definidos por:

G:cr,0>ct0 ;8 :c™,0>c™T,0 e
F:ctoxcF,0 ¢t xc™F,0, tais que,
G(x) = (Blgc(x), 25 ; Brgc(x)),
H(y) = (Blhc(y), Xy Bn_rhc(y)) e
F(x,y) = (G(x),H(y)), onde x = (xl, , xr) e
y = (xr+l' ooy xn)
Com tais nota¢oes, temos que,
¢ _(ch ¢ _(ch)
(f) = dim, —=2—— u(g) = dim > e
H C <G,H>  ’ c - <G>
¢ (™)
u(h) = dlmc S .
Por ([13]), podemos considerar 0 ¢ interior Al,
r . . n-r ~
Al c C°, 0 ¢ interior A2, A2 c C" 7, onde Al e A2 sao re
tangulos fechados nos respectivos espacgos, e, (xo,yo)ecrxcn_r,
tais que:
. ) -1
(1) p(g) = cardinalidade de G (xo) n Aj;
(2) u(h) = cardinalidade de H_l(yo) nA, e,
. ) -1
(3) u(f) = cardinalidade de F (XO'YO) n Al X A2.
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Portanto, u(f) & o nimero de solugoes da equagao
F(x,y) = (xo,yo) em Al X A2. Como F(x,y) = (G(x),H(y)), se-
gue por (1) e (2) que p(f£) = pw(glu(h).

Para o caso K = C, prova-se de maneira analoga.

1.4. OBSERVACOES: A proposicao & em geral, falsa para f / mi.

Para tal, basta tomarmos f(xl, ey xn) =
= g(xl) + h(x2, iy xn) com g(xl) =Xx,. e h ¢ Mmoo n == 2.
Portanto, u(f) =0, u(g) =0 e p(h) = o,

Como conseqgiiéncia imediata de (1.3), temos o:

1.5. COROLARIO: Seja f e m> < C_(K%), n > 2.

n O(

Se f admitir uma semi-boa-decomposigao da
forma f_ (X, ..., x_ )+ f_ (% ; eeep X )+
ay | IR ry a, rl+l T,
+ ... + £ (x ; wses, X )+ (X, evas, X Ny
K rk—l+l n 1 n
a, +1 5
com h e m (2 < ay < a, < suwa < ak), entao,
r r.,-r r,—r
_ v L, 4271, 47372
wif) = (a;-1) “(ay-1) (ay 1) P
r ~-r n-r
k=1 "k-2 k-1
-ee (a1 (a, -1) .

Demonstracao: Seja ga(xl, Ry xn) uma K-forma homogénea do

grau a em Xy, ..., X, nao degenerada. Por

(I - 6.3), temos que u(ga) = (a—l)n.
r n-r
_ 1 _ B k-1
Logo, u(fa ) = (al—l) ’ u(fak) = (ak 1) e

Ti7hi

u(fa ) = (ai—l) , para i1 =2, 3, ..., k-1.
i

Por (1.3) temos que LMfa-+“.+f ) = u(f

1 N a;’" Tayt T T Ty
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Temos que, f & equivalente a um germe semi-quase-

~-homogéneo do tipo

! 11 1 1 1 1 1,
r 7 14 L J ros e 7 7 “ ey T
1 o 2 k-1 k-1 %k ax

e g M

1 ag ol Fr-17Tk-2 n=ry_1

’_l

onde a parte guase-homogénea nao degenerada (fO : conforme I -

- §6) e £ + f + ... + £f_ . De fato: seja g um mond
a a a =
1 2 k
_ ak+l
mio nao nulo de mn . Denotemos por ci , & soma dos ex

poentes das variaveis de fa que efetivamente comparecem em

i
>
g. Portanto, cl, , C, 2 0 e cl+c2 + ... + ck = ak + 1.
Como 2 < aq < a, < e ay entao, o grau de g com rela-
cao aos pesos
L LI 1 1 11 1,
4 * 14 r 14 ’ 4 « s oy 14 r 14 4 K 14
a1 4 &2 42 -1 k-1 % A
(! ~ L9 W o L e ] [ - —
1 27 Tk-1"k-2 71
c c c c C c
s % + —2 + ... + _k > 1 + _2 + ...+ _k > 1 +-JL. Logo, a
ay a, ay ay a ay ap
nossa afirmacao esta provada.
Por (I - 6.1) temos que
r n-r k-1 r.,-r.
_ _ 1 a k-1 _ i Ti-1
u(f) = (al 1) (ay 1) .igz(ai 1)

1.6. COROLARIO: Seja f « mt - m , com n(f) < o, r = 3
e n n

Se f 1-decompoe, entdo existe a ¢ Z, com
1 <a< u(f), 'tal que, a =2 r-1, a divide

u(f) e u(f) = a(A-n+l1l), onde
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Demonstracao: Por hipotese, f @& equivalente a um germe da for
b
ma ayx; h(x2, ceey xn), com b 2 r, a; € K,
o,y #0 e h e« mi_l. Por (1.3) segue que U (f) = (b-1)u(h), onde
co(Kn"l)
U(h) = dlmK ‘——"<-'a—h>— N
r-1 . . n-1
Logo, <3dh> ¢ m,_1r como ideais de CO(K ), e portan
to,
(h) > rgl(n+£—2) - el 3 (m+k—1) 2
! 2 L, P n+l, onde X e

o nlmero de coeficientes de um polindmio homogéneo genérico  do

grau k em m indeterminadas. Seja
A rgl(n+£—2) (n+r—2)
£20 £ r-1
Tomando a = b-1 = r-1 = 2, segue o0 resultado.
1.7. OBSERVACOES: (1.6) & falso para n =1 ou r = 2, Para
tal, basta observarmos os germes f (x) = x8 e
glx,y) = %2 4 y6. Por outro lado, a hipdtese de 1l-decomposicao.
também & indispensavel, como mostra o ex%mplo h(x,y) = x3 + xy3.
Seja f : K",0 » K,0 com f ¢ m2 f(x x ) =
hd r 14 14 n’ l’ L 4 n
= g(xl, se%a)s xr) + h(xr+l, S Xn), 1l <r<n e g,h ¢ m, .
1.8. DEFINICAO: B? = Bg B; = simbolo de Boardman do germe
g : Kr,O ~ K,0 e BE-F = simbolo de Boardman

do germe h : Kn_r,O * K,O..

Com tais notagoes, temos a:



= el n-r
1.9. PROPOSICAO: Bf i Bg + Bh
3 1 = r::
Demonstracao: Sejam Bf Zi i Bg Zj . e
1 p
n-r
B = 1
h /@l . =
2 2 2
Como f « mos g oeom; e h € mo_p v segue que
i, =n, Jy = x, El = n-r , e portanto, i, =3 + El.
Temos também que
§<£> = <g+h, Blg, . e® Brg, 3r+lh’ ‘% Bnh>
como ideal de CO(Kn), §<g> = <g, 9,9, ..., 3_g> como ideal
o _ .
de CO(K ) e, &<h> = <h, 3r+lh’ Ei g anh> como ideal de
n-r
CO(K ).
Como g = g(x X ) € m2 h = h(x X ) € m2
17 " Tr r' r+l'° " ""n n-r’
segue que i2 = j? + EZ.
Suponhamos que £ « mg - m§+l ’ com c z 2, Logo,
g ¢ mS e h e mS ' com g «¢ mS - mc+l ou h e mS = mC+l.
r n-xr o r n-r n-r

Nestas condigoOes, com raciocinio andlogo ao usado aci-

ma, segue que iu = + Ka , para 1 < a < c.

]a

& c+1l 1
- m

n

Como £ ¢ m , com c > 2, seja posto §C <> =

Se a =n, entao a proposigao estda demonstrada, pois

g = g(xl, I xr) e h = h(xr+l, ooy xn).

C

Seja 1 £ a < n. Como (g «¢ mS
n-r

N , existem

e h em

s elementos de §6™1

<g> e t elementos de 6% T<h> (com
t+s = a) cujas partes lineares sao K-linearmente independentes.
Aproveitando estes elementos, fazemos uma mudancga de

coordenadas da forma:
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Xl = X'(Xl’ , X ), i =1, ..., r
P o
Xy = Xy (Xpypq r X)) 3= oL r 1
- tal que: Gc—l<f> & equivalente a um ideal da forma
<G(xs+l’ . xr) + H(xr+t+l’ ..oy xn), Xqr «ver X
pl(XS+ll “aey Xr), N . pu(XS+lr casy Xr)’xr+l’ R xr+t’
ql(xr+t+l’ c ey xn), c ey qv(xr+t+l’ ey xn)>
como ideal de CO(Kn);
C-l - .
§ <g> e equivalente a
<G(Xs+l’ iREs xr), Xir weer Xy pl(xs+l’ Ty xr),...,
. pu(xs+l’ . u sy xr)>
. r c-1 - .
como ideal de CO(K ), e, 8 <h> e equivalente a
<H(Xr+t+l’ o sralp xn), Xoyqr »ver Xoipr
ql(xr+t+l’ ey Xn)’ Wi 1 qv(xr+t+l’ 5 Sy xn)>
como ideal de ¢ (x"7F) onde H, g q., € m2 e
o ’ roHELT Tt Ay n-r
2
G, Pir eeer Py € M -
Considerando a matriz:
I 0 0 o |
S
0 (Bipj) 0 0
M =
0 0 It 0
0 0 0 (awqm)
0 (BiG) 0 (BwH) '
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onde i =s+l, ..., r; J=1, ..., u; w=r+t+l, ..., n e
m=1, ..., v, segue que

c _ c-1 n

§7<E> = § <f> + <aipj, awqm, aiG, awH>CO(K )y

§C<g> = éc_l<g> ti <3ipj, BiG>CO(Kr)
e §C<h> = 6% Tens + <3 g, 3wy (KDY,

W m w o

Como pj - pj(xs+l, ceey xr), d, = qm(xr+t+l’ “eey xn),
G = G(xs+l, B xr) e H = H(Xr+t+l’ cees xn), segue que
posto §C<£> = posto éc<g> + posto 6C<h>, donde concluimos que
Tos1 T Jorl T ferre

Seguindo raciocinio andlogo, aproveitando em cada estd

gio as fungoes cujas partes lineares sdo K-linearmente indepen-

dentes, mantendo as variaveis separadas, teremos ik = jk + Ek,
k = 1.
1.10. OBSERVACOES: Tomando f£(x,y) = g(x) + h(y), com g(x) = x
e h(y) = vy, tem-se i, =1, jl = 0 e
Kl = 0. Portanto, (1.9) em geral & falsa .para f « m_ o= m2.
1.11. COROLARIO: Seja f « mi c CO(Kn), equivalente a
£ (x., ., X )+ £ (x r ey X_)H+ L+
ay 1 ry a, l+l r,
+ ... + £ (x ¢ ey, X_ ) + hix., ewe, X_1,
ay rk—1+l n 1l n
onde fa € homogénea do grau a, nao dege-
i
nerada, (i =1, ..., k), 2 <a;<as<...<a e
a, +1
hemnk
r r,-r Y, .= n-r.
Ent3o, B. = B0 +B72 1 B & K L

£ £ £ +..0.F e +Bf .
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Demonstracao: Sendo 2 <a, < ...<a , segue que pos-
al—2 . al—l
to $ <f> = 0 e posto $ <f> =r

1* Lg

go existe mudanca de coordenadas da forma:

b
I
>
%
H
x
'.._l
I
'_l
H

tal que, 6 <f>,

&€ equivalente a um ideal da forma <xl, cees X_> F

a,-1 a,-1 a, —a.+2
1 <f_ >+ ... + 8 1 <f > modulo m k 71 5
a a n

2 k

+ 6

Como 2 £ a;, < a, < ... < ak 7
a2—2 a2-l
posto § <£> = r; e posto S <f> =r,, pois f e
I a 2
rl+l, S xrz. Do mesmo modo como acima,

existe uma mudanga de coordenadas da forma:

segue que

nao degenerada em X

X:L = xi ’ i=1, ..., rl
Yo o< Xj = X (xrl+l’ ST, xrz), j = rl+l, ceer Ty
XK = Xp L > r2+l
“
az—l
tal que, S <f> & equivalente a um ideal da forma
a2—l
Ky oeeeq Xy >+ 8 <f_ >+ .. 0+
2 a3
a,—1 a, —a,+2
F— <f_ > modulo mnk <

Seguindo com o mesmo raciocinio, teremos o resultado.

Nosso objetivo neste capitulo & dar para algumas clas-

ses de germes, condicOes necessarias e, para outras classes,
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condigoes necessarias e suficientes para a decomposigao do ger
me, conforme (1.2).
Neste contexto, temos o conhecido Lema, que em nossas

notagoes, pode ser enunciado da seguinte forma:

1.12. Splitting Lemma: Sejam f «¢ mi - mi e j a caracteris

tica da matriz Hessiana de f em 0 € Kn.

Entao, £ j-decompoe.

Ainda neste contexto, temos o seguinte Teorema devido

a Oka ([20]):

1.13. TEOREMA: Seja f um polindmio em c" x c™ tal que

f(z,w) = g(z) + h(@), onde g(z) e h(w) sao

Do~ ~ n m
polinomios quase-homogeneos em C e C res-

pectivamente. Sejam Ff = f—l(l) cc? x c™
Fo = g r(1) « c® e F, = hl) < ™.

Entao, existe uma equivaléncia natural de homo-

14

-

i *
topia entre Ff e Fg Fh ; onde Fg * Fh e o

Join de Fg e Fh com a topologia forte.

O Teorema de Oka (1.13), foi enunciado apenas por ter
um conteldo proximo do que estamos estudando, mas nao o utiliza

remos em momento algum neste trabalho.

Como decorréncia imediata do corolario (1.11), temos
o:
1.14. COROLARIO: Seja f « mi c CO(Kn)i com H(f) < =,

Se f admitir uma semi-boa-decomposicao da

forma:
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£ (X,, «v., X_ )+ £ (x P oeeer X )+ L.+
al 1 rl a2, rl+l r2
+ it i SRy
fak(xrk—l+l’ r X )+ hixg, » x) (con
forme 1.2 - iv), segue que
B_ =1 + X + st
£ rl AR rl 0 r2 rl e rz—rl 0
—_— e ——— . - J
al—l az—l
+ Zr _ _ 0 +
k-1"Tk-2 Tk-1"Tk-2
ak_l—l
+ X e
o +=+ 07T _4 0
ak—l
r n-r k-1 X,
_ 1 B k-1 B i "i-1
p(f) = (al 1) (ak 1) .i__112(ai 1) .
. 2 2 .3 4
1.15. OBSERVACOES: Seja f « my < CO(K ), fix,y) = x +xy

Sendo f quase-homogénea nao degenerada do

tipo (6;2,1), segue por (I - 6.3) que u(f) = 10. Temos Bf =

= = RS . Logo, f nao admite uma semi-

22110 %11110
-boa-decomposicao, pois do contrario, por (1.14) teriamos p(f)=8,
o que & uma contradicao. Portanto, a hipdtese de semi-boa-decom

posicao & indispensavel em (1.14).

1.16. LEMA: Seja f « mi c CO(Kn), com PEf) <o e n 2 2.
Sejam A(u(f)) o numero de fatores primos de
u(f), contadas as multiplicidades e j ¢ Z, com

l < 3j < n.

Se A(u(f)) < j, entao f nao j-decompoe.
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Demonstracao: Como u(f) < », entdao se f j-decompde, segue

que f & equivalente a um germe da forma
a a.
1 J . .
agXy + ... + ajxj + h(xj+1, S xn), com ay A0 (i=1,...,9)
3 . 3

e 3 < @17 eeey aj ' h « m_ . POis f ¢ mn (ai e K).

Por (1.3) segue que u(f) = (al—l)(az—l) Fy= (aj—l)u(h),
c (k") 3
onde u(h) = dimK IS 2 2, pois h ¢ mo_

Sendo SNARERY, aj 2 3, segue que A(p(f)) = j+1, que

€ contra a hipotese.

1.17. OBSERVACOES: Seja f e m_c C (K%, n > 2, com

n o
+1 p.. .+l
L2 P1 n-1
f(xl, I xn) = x] + X + ...+ X :

onde 3 < Py £ -+« S P 1 € Pyr «+vr Py sao inteiros pri-
mos. Logo, A(u(f)) = n-1 pois, u(f) = PPy -« P_q- Por
tanto, (1.16) & falso em geral, para f « mi - mi

1.18. COROLARIO: Seja £ « mi c Co(Kn), com n = 2 e uitf)

primo.
Entao, f nao se decompoe e nem admite uma

semi-boa~-decomposicgao.

1.19. COROLARIO: Sejam f mi c CO(Kn), n x> 2, semi-quase-ho

mogénea do tipo (d; RARERY un) e

d -4d
S
B = —, para s

S o
S

1, ..., n.

Se  A(ByB, ... B) < j, onde J e Z, 1<j<n,
entao f nao j-decompde. Além disso, se
Bl R BS for primo, entao f nao se decom-

poe e nem admite uma semi-boa-decomposicao.
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§ 2. Imnvariante A

o
. 2 n e
Sejam f € m_ < CO(K ) e o (se existir), o menor
inteiro positivo tal que, mi c <9f,f>. Tal o existe, se
e somente se, f for finitamente determinado. Suponhamos en-

tao que p(f) < o,

[

Nas condig6es acima, seja B o maior inteiro tal que,

m_ c m8<3f,f>.
n

il
™
Hh
0]
>
i
>
Hh
Il
Q
Hh
1
w
Hh

2.1. DEFINICAO: o = al(f), B

2.2. LEMA: Xo & um invariante da R-0rbita (R-o6rbita).

Demonstracao: Sejam K = R, mg c mi<8f,f>, com o = o(f) e

B = RB(f) e g = foyp, onde P € R,

Logo, 9®* : C_(R7) ~» CO(R

° & um isomorfismo de R-al

gebras, onde Y* (h) = heyp. Temos que, g'(x) = (P (x)Ne' (x).

Considerando e, ..., €, a base canonica do Rn, is
i
= A
to e, e, = (0,...,0,1,0,...,0), i=1, ..., n, segue que
39 2 ovy
- 1 = bl
Bxi(X) £ (w(x))(J;la l( )ej), onde P (wl, s & wn). Por
3g V501 af |
tanto, = [Z(——low ——J]oy, 1 =1, ..., n.
X, aX,
i i Yy
Logo, (w—l)*<ag,g> c <3f,f> e portanto, ¢P*<3f,f> =
= <99,9>.
Sendo P* um isomorfismo de R-algebras, segue que
o
w*mn =m_ e portanto, m, < mi<ag,g>, com o = a(g)e B=B(g).
Disto segue que A & um invariante da R-0Orbita.

O

Para o caso K = C, a demonstragac & analoga.
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2.3. PROPOSICAQO: Seja f ¢ mi c CO(Kn), com n = 2.

Se f admitir uma semi-boa-decomposigao, en-

tao ix 0 e i>\o+l = 0, onde

o)
B. =
£ i «-e 1y s
o
Demonstracao: Suponhamos que £ @& equivalente a um germe da
forma f (x,, ..., x_ ) + f_ (x S R
aq 1 ry a, rl+l r,
+ ses T+ fak(xrk—1+l’ e xn) + h(xl, cees xn), com al,...,akeL
2 < a; < a, < ... < ay fai homogenea do grau ay anii dege-
nerada em suas variaveis (i =1, ..., k) e h ¢ mnk . Por
(1.14), temos Bf = Zn i i g+ com ia _l=n—rk_l%0.
2 73 ak—l k
Como £ € homogenea 4o grau a; com
i
£ (xq, , X_) se 1i=1
ay 1 r,
_ f_oo(x y et X ) se i =Kk
fa. =1 e rk—l+l n
i
fa.(xr L1r e X ) se i #1, k
i i-1 i
ak+l
e h ¢ m. , 2 < ay < a5 < .. < a s segue que
Xal—2 xal-2xa2—2 Xa2—2 Xak—2
1 ry rl+l r rk—l+l
a, -2
k
cee X £ <3f,f>.
seja 0 = ry(a;-2)+(r,—ry)(ay,=2) + ... + (ry 17 Ty_p) (8 _172).
o] o+1
.(n—rk_l)(ak—Z). Logo, mo £ <3f ,f> + m_ .

+ +
Mostremos que mg 1 c <of,f> + mg 2.
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Com as hipoteses dadas, temos que

r,(a,-2)+1 Y (n—r, ) (8, -2)+1 Y
mrl 1 cm l<8fa P k-1' "k c mnf <f_ >
| 1 k-1 Tx-1
(r.-r,_.)(a,-2)+1 Y
o = LTl EA m <f. > (i £ 1, k),
r.-r r.-r, a
i “i~1 i-1 i
n-r
Mo-r - <Xr 417 e ¥ >Co(K k-l)’
k-1 k-1
T
m = <X., ee., X_ >C (K 7),
rl 1l rl o)
TiTTi-1
m. _p = <xr 417 ap 3 .>Co(K ), (1 # 1, k)
i Ti-1 i-1
Yq rl(al—2) - al+2 , Yy (n—rk_l)(ak—2) - ak+2,
Yy = (r.-ri_l)(ai-Z) - ai+2 (i # 1, k).
(ri—r._l)(ai—2)+l B
Seja g e m (i #1, k). Entao, e-
r.-r,
i Ti-1
Yi
gl, PR gr = € mr -r tal que,
iTFi-1 iTti-1
g = glar _l+1(fa )+ * gr.—ri_lari(fai) =
FiTTi-1 FiTri-1
L g.o (E_ ) = L g.ad (£ +h) -
J=1 J rl_l+j a; j=1 Jj ri—l+ i
TiTTia
Ly 9.0 . (h)
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a, +1 Y s
Como h e¢ m i e g. * segue que
n J r.-r )
i-1
riTfi-1 Yi+ak
2 g.o . (h) e m
J—l J ri_l+:|
Por outro lado, Yi+ak > yi+ai = (ri—ri_l)(ai—2)+2
Portanto,
(r,-r, ;) (a;-2)+1 Y
m.. fr i-1 + cm l_ <3(f_ +h)> +
iTti-1 FiTri-1 ai
(r,-r,_.)(a,-2)+2
+om 171-1 = se i#1, k.
Analogamente, temos
r,(a;-2)+1 Y r,(a,=-2)+2
m Sl ' em l<3(fa +h)> +m 1771
ry ry 1 n
(n-r, ,)(a, -2)+1 Y
e = A m f <a(fa +h)> +
n7ry-1 7Ty -1 k
(n-r ) (a, —2)+2
m k-1 k .
n
Seja p ¢ mg+l = mi+2 um mondmio dado por:
S s s s
. 1 y rlx rl+l y r, = rk_l+l Xsn
1 ry rl+l r, rk_l+1 n
n
* .L.s. = 0 + 1).
( J=173

Entao, temos:



ou

ou

Entao,

onde
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s, + ... + s > rl(al—2)+l

s + ...+ S, > | )(ak—2)+l '

n—rk_l

S L A (r;-r,_;)(a;-2)+1, para algum

Suponhamos que exista 3§ ¢ {2, 3, ..., k-1}, tal que

S + ... + 8 > (r.-r. ,)(a.-2)+1
r. ,+1 Y. -1
j-1 3 J 3] J
sr._l+l Sr. Y.+b
x_ cee x_d em? <9 (£ +h)> +
r, ,+1 r. r.~r. a.

j-1 J Jj T3-1 3

n r

b= (s, g+ ...*ts )~ [(rj—rj_l)(aj—2)+l]
j-1 3
v.t+tb+a G+2
Portanto, p e m <3(f_ +h)> + m , onde
n a. n
J
a= (otl) = (s 1+ ...+ s, )
j-1 J
Yy = (ri-r._q) (as-2)-a.+2.
. (o+1)-(a,~1)
Dai concluimos que poem, <8(fa +h)> +
Portanto,
o+l (0+l)—(ak—l) G+2

<3f,f> +
m. < my of , £ mo ,
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pois 2 < a) < a, < ... < a. Pela semi-boa-decomposicao de f,
segue gue a(f) = o+l , B(f) = (0+l)—(ak—l) e Ao = ak-l.
Segue por (1.14) que iy #0 e ik +1 = 0.

o o
2.4. OBSERVACOES: Ao @ um invariante para equivaléncia es-

tavel.

2.5. COROLARIO: Seja £ ¢ m> ¢ C_(K")

Se f admitir uma semi-boa-decomposigao, en-
tao, Ao divide u(f).

2.6. OBSERVACOES: Seja f ¢ CO(KZ), f(x,y) = x3 + xy3. Neste

caso temos u(f) =7 e AO = 4, Portan-
to, a hipdtese de semi-boa-decomposic¢do de £, @& indispensavel

[}

para (2.5).

§ 3. Alguns Invariantes Diferenciavetis

Vamos introduzir mais alguns invariantes diferencia-
veis, com os quais, para certas classes de germes, podemos dar

condigdes necessirias e suficientes para a decomposigao comple

ta.
Antes porém, lembremos que se |y ¢ R (ou R), entdo
P induz um R-isomorfismo (C-isomorfismo) de algebras
n n n ~N
Py 3 CO(R ) > CO(R ) (CO(C ) - CO(C ))
definido por P, (f) = fop. Reciprocamente, dado

) n, n ny, . n
p o2 C (R C, (RT) (c (CcH c, (€M)
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um R-isomorfismo (C-isomorfismo) de algebras, entao existe P ¢ R

(p ¢ R), tal que, ¥, = V.

n

seja I cm < C (K7) um ideal de K-codimensao finita.
3.1. DEFINICAO: a(I) = min{a ¢ N : mg & Lf?
B(I) = max{B ¢ N : mg(l) c mEI} e,
A (I) = a(I) = B8(I).
3.2. OBSERVACOES: (1) Se I = <3f,f>, segue de (2.1) que

(2) Da mesma forma como em (2.2), demonstra-
-se que a(I), RB(I) e portanto XO(I), sao invariantes di
ferenciaveis. Lembremos apenas que para simplificar tais demons

tragoes, podemos tomar 1 finitamente gerado pois, codK I < @

(Mather [171]).

Demonstremos agora um Lema, 0 gual para o caso formal,
encontra-se em ([181]).

n

)

3.3. LEMA: Sejam I <m < Co(K' um ideal, com

I = <f e Y ¢ R (ou R).

1 v pl

Entao, 9,81 = 8P, I.

Demonstracao: Sendo I = <fl, I fp>, segue gue
Pel = <flow, “ooy fpow>.
Logo, posto I = posto ¥,I = r. Entao, §T =1 + I .4
e 8P,I = 9,1 + (Lp*I)r+l , onde Ir+l e (11)*1)r+1 sao os i-
deais gerados pelos menores (r+l) x (r+1) das matrizes
afi B(fiow)
(sgj) e (-—75;7——), respectivamente.

J J
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Se r =n ou r = p, segue que Ir+l:= w*I)r+l==O,

e portanto, P8I = P, I,

Suponhamos r < n,p.

Consideremos o seguinte menor (r+1) x (r+l) de
3 (£,00)
l -
(—55—)¢
J - =
3(f1°¢) 8(f1°¢)
0%y 0Xyy1
A = det e n = D 2
8(fr+l°w) 8(fr+l°w)
BXl BXr+l
Seja {el,...,en} a base candnica de K©. Ent3o,
3 (f,00) n 3f. 3P
= [ —1 —l ko —l 2]
BX. (X) (fj w)'(x)ei [kél ay (ax. w )] ¢(X):
i k i
onde P = (wl, . & olp wn). Logo,
3 (£.0Y) n  9f.
____lﬁ*__ B w ( Y Oy . )f
Bxi * 'k=217ki ayk
oy
_ k -1
onde Opi = axiow

Sendo P, um K-isomorfismo de algebras, segue que:

n of n of b
z -——l— Y __._l._
k21%1 3%, s kE21%, r+17 5%
k
A = w* det | = ecesessen e s v s e . —-
g o afr+l g afr+1
L kE1%k1T 8%, CTC k21% , r+1” 9%,
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o)
afl afl
9% Xyl
= P00 det | cieeeaeaeen I — , onde o € CO(Kn)
0f i1 i1
90Xy xXpy1
L J
Portanto, VuI_,q = (WeI) pq s © entao, P8I = 8Y,I.
OBSERVACOES: O Lema (3.3) continua verdadeiro mesmo que

3.5. DEFINICAO:

3.

6.

OBSERVACOES:

Icm, niao seja finitamente gerado.

Para I c m. < Co(Kn), um ideal de K-codimen-

s3o finita, definimos as seqgiiéncias:

(1) = (0(I), a(8I), -euy a(6¥T), ..u)s
~ _ k
B(I) = (B(I), B(SI), ..., B(STI), ...) e
T(I) = (A _(I), A_(8I) A (851) )
o 7 o ;e o r swsly
e OS numeros:
0N k., _ 8 '
p(I) = min{k ¢ N : §I =m_ , para algum 6eN},
€,
4 ko _
n(I) = min{k ¢ N : §7I = mn}.
No caso de I = <3f,f>, £ « mi i denotaremos
tais elementos por  a(f), B(E), Y(E), p(f)
e n(f), respectivamente.’
Como consegiiéncia de (3.2) e (3.3), temos

que os elementos introduzidos em (3.5), sao

invariantes diferenciaveis.
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3.7. PROPOSICAQ: Seja I c my < CO(KZ), um ideal de K-codimen
sao finita. Sejam «a(I) = a e B(I) = b,
. a-i b.i a—-1i b+1. i
tais que, mo c m26 Ie mo Jod mo §71,
para cada i =90, 1, ..., n(I).
Entao, i, 1 #0 e i, =0, onde
o o
B(I) = Z, .
i iy
Demonstracao: Sendo I um ideal de CO(KZ), I c Mo s com
K-codimensao finita, segue de ([14]) que B(I)
tem uma das seguintes formas: Zl ..10°" 22 .20 ou
X

2 e 21 mma 10 °

Seja B(I) = I, 10 Entao, I & equivalente ao i

.
d
d+1 _ — -
deal <X,V >, Portanto, aof(I) = d+1, B(I) = 0, AO(I)—d+l,
e entao, ik 1 #0 e ik = 0.
o) o)
Seja B(I) = Loy 50 ° Entao, n(I) = d. Por hipo-
d
a-d b.d d. _ a-d b+1
tese, temos que o c m26 I (871 = m2) e m, £ Mo M.
Portanto, a-d = b+l, e entao, Ao = a-b = d+1. Disto segue
que, iy -1 0 e i, = 0.
o) o
Seja B(I) = 22 .21 ...10°" Logo, r < n(I).
r S
Por hipdtese temos mg—r c mgarl e m;—r ¢ mg+16 I.
Temos também que s'I & equivalente ao ideal <x,ys+l>. En-
tao, mg—r c mg<x,ys+l> e m;—r ¢ mg+l<x,y8+l>. Disto segue

gque a-r = b+s+l, e entao, Ao = a-b = r+s+1.

o
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3.11.

3.12.

3.13.
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Portanto, i, 1 #0 e i, = 05
o o

COROLARIO: Seja £ « mi S Co(Kn) com p(f) <=, cuja ca

. . , n -
racteristica da matriz Hessiana em 0 ¢ K e

n-1 ou n-2. Se para cada i=1, 2, ...,
n(<3f,f>), tivermos mi(f)—l c mi(f)él <Jf,f>

mg(f)_l 4 mﬁ(f)+161<3f,f>, entao, iy #0

o

e i, 44 % 0.
o

COROLARIO: Seja £ « mi c Co(Kn), com P(E) < o=,

Se para algum io =1, 2, ..., ni(<af,£>), ti-
a(f)-1i bl

vermos m. © c mi(f)+16 O<yf,£>, entao,
f nao se decompoe completamente.

DEFINICAO: Seja I < mo o< Co(Kn) um ideal. Definimos a

-

sequéncia g(I) = (97, 99+ -..) onde g, &o

nimero minimal de geradores de Gl—lI. No ca

so I = <3f,f>, denotaremos g(I) = g(f).

OBSERVACOES: Por (3.3) temos que g(I) & um 1invariante

diferenciavel.

LEMA: Seja £ ¢ mi 5 com u(f) < » e n = 2.
Entdo, p(f) = n(f) e g(f) constante, sao condi

¢Oes necessarias para a decomposigao completa de f.

EXEMPLOS: Seja f ¢ C _(K%), f(x,y) = x4+y4+x2y2. Logo,
<3f,f> = <2x3+xy2, 2y3+x2y>, §<3f,f> = <x2,y2,xy>=

Portanto, p(f) =1, n(f) =2 e g(f) = (2,3,2,2,...).
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Como u(f) = 9, segue que as hipdoteses de (3.12) nao sao con-
digoes necessarias para a semi-boa-decomposicao de £. Tomando
h ¢ Co(Kz), hix,y) = x3+xy3, temos p(h) = n(h) =2, g(h) =
= (2, 2, ...) e p(h) = 7. Portanto, as condigoes de (3.12)

nao sao suficientes para a decomposigao completa de h.

§ 4. Uma Condigao Necessaria para a Decomposigao de um Ger-—

me em Duas Variqveis

Sejam f ¢ m. < Co(Kn), com fi(f) < » e as seqglién-
cias a(f) = (al, seer Oy 14 1,1, ...)e E(f)==(Bl,.”,Bk{UO,.“
com Oy _q 2 2s

Consideremos

2

S(f) = {(al'Bl)’ (0(«2182)1 s e ny (OLk"l’Bk—l)’ (lro)}CN f

Entao, n(f) = cardinalidade de S(f) - 1.

4.1. DEFINICAO: R(f) & o menor convexo do R2, contendo S(f)
e {(0,0), (O,Bl), cens (O,Bk_l)}. Denotemos

por A(f) a area da regiao R(f).

4.2, OBSERVACOES: S(f) e portanto A(f), sao invariantes di-

ferenciaveis.

4.3. PROPOSICAO: Seja £ « mi c Co(Kn), com H(f) <o, e ca

. . . n
racteristica da matriz Hessiana em 0 ¢ K
maior ou igual a n-2.

Entao, se f se decompor completamente, tere

mos A(f) + n(f) = u(f) - 1.
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Demonstracao: Seja K = C.

Se a caracteristica da matriz Hessiana em 0 «¢ ch
for n, entao f & um germe de Morse. Portanto, S(f)={(1,0)},
e entao, A(f) =0, n(f) =0 e p(f) = 1.

Se a caracteristica for n-1, segue que f & equiva

lente a um germe da forma xi + ...+ Xi—l u xﬁ , com k 2 3,
. k-1

Sendo <9f,f> equivalente a <xl, ceer X 0 Xg >, tem-se

a(f) = {k-1, k-2, ..., 1,1, ...} e B(f) = (0, ...). Logo,

A(f) = 0, n(f) = k-2 e p(f) = k-1.

Suponhamos que a caracteristica da matriz Hessiana de
f em 0 ¢ K' & n-2. Do fato de f se decompor completamen-

te, segue que f & equivalente a um germe da forma x2 +

1 vee T
+ ... + x2 + x2 + xb , com 3 £ a £ b.
n-2 n-1 n
Para computarmos a(f) e B( f), & suficiente com
putarmos &(g) e E(g), onde g = g(x,y) = x? + yb.
Nestas condig¢oes, considerando I = <3g,g>, tem-se:

ma+b—3 - a-2 xa-l’yb—l>

5 mo < , onde a(I) = ath-3 e B(I) = a-2
m§+b—5 = m§_3<xa—2,yb_2>, onde o (8I) = atb-5 e B(SI) =a-3
mlzj_a+3 c m2<x2,yb—a+2>, ornde q,(cSa—31)=b—a+3 e B(Ga—3I) =1
n273 L ¢ <, yP73 s, onde  a(6%7%D) = bratl e 6(6%7D) =0
my < <x,y">, onde a(éb—3I) =2 e B(Gb—3I) =0

Disto concluimos que:
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{(x,00,3,1),...,(2k-1,k-1),...,(2a-3,a=2) }, se a=b=3

S(g) = {(1,0,(2,0),..., (b-a+l1,0), (b-a+3,1), ...,

eeos (bmat2k-1,k-1),...,(a+tb-3,a-2)}, se 3 <a<hb

Entao, temos:

(1) Caso a =b = 3.

n(g) = a~2, A(g) = 5 (a=2) = (a-1) (a-2)

Logo, A(g) + n(g) = (a-2)a = (a-1)° - 1 = p(g) - 1

(ii) Caso 3 < a < b.

n(g) = (b-a+l) + (a-3) = b-2,
alg) = —tbmarl) * (atb=3) (4 2y = (b-1) (a-2)
Portanto, A(g) + n(g) = (a-1)(b-1) - 1 = u(g) - 1.

Para o caso K = R, a demonstracao & anidloga.

4.4. OBSERVACOES: Seja f ¢ CO(KB), com f(x,vy,2z) = x3+y3+z3.

Neste caso temos a(f) = (4,1,1,...) e
B(f) = (2,0,...). Portanto, A(f) =5, n(f) =1 e p(f) = 8,
donde A(f) + n(f) # uw(f) - 1. Dai, concluimos que a proposi-
¢ao (4.3) & falsa se a caracteristica da matriz Hessiana em
0 ¢ K' for < n-3.
4.5. COROLARIO: Seja f « m% c CO(K ), com u(f) < o,
Se f admitir uma semi-~-boa-decomposic¢ao, en-

tao, A(f) + n(f) = u(f) - 1.
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§ 5. Apendice

Conforme Arnol'd ([5], pg. 8), até o presente estagio,
a teoria das singularidades & uma ciénctia experimental.

Lembramos este registro de Arnol'd porque, neste para-
grafo, apresentaremos alguns resultados parciais obtidos atra
vés de verificacao direta.

Nossa expectativa & a de num futuro bem proximo, obter
mos resultados mais completos para os tipos de problemas aborda
dos.

Registremos também que os calcdlos feitos, envolvem
técnicas de varios autores ([11, [71, [121).

Vamos agora apresentar os nossos resultados do paragra

fo, um dos quais atraveés do:

5.1. TEOREMA: Seja f : C,0 -+ C,0 O-modal.
Entao, f se decompoe completamente, se e so-

mente se, ik #0 e

I, a1 ©
(o] (@]

Demonstracao: Conforme observamos em (2.4), Ao e um inva-

riante para equivaléncia estavel. Sendo f 0O-mo
dal, entao, f & estavelmente equivalente a um dos seguintes
germes:

+
(i) x2+yk 1 ;r k=21, em C (C2);

(11) x4y, em o _(c?);
3,5

(iii) x7+y~, em CO(CZ);

(iv) x3+xy3 , em CO(C ), ou,
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(1),

tem-se a(f) = k, B(f) = 0 e por
tanto, XO = k. Como Bf = Zn 1 ...10° segue que ix # 0
\u-—-——v—i o
k-1
e i, 4,7 0.
o
No caso (ii), tem-se a(f) = 4, B(f) = 1, Ao =3 e
Bf = Zn 210 Logo, ixo #0 e 1>\O+l = 0. Para o caso (iii),
tem-se a(f) = 5, B(E) = 1, Xo = 4, By = Zn 2110 e
portanto, ik #0 e iy 41 = 0.
o) o
. . _ 2 3 2 2
Para o caso (iv), como o ideal J = <3x“+y~ ,xy >CO(C h 7

tem escada dada por:

5 —
5 : =
' — >
1 2
segue que a(f) =2 5, uma vez que, a(f) (e também B(E£)) &
um invariante para equivaléncia estavel. Como x3+xy3 & guase-
-homogénea nao degenerada do tipo (l;%,%), segue que doox =
2 4
=(l--3—)+(l—-9—)=’g—.
Seja xayb , com a+b =2 5. Entao, % + %? > %(a+b)2
10 8 . 5
> 5 > 5 donde se concluil que my < <fl,fl>, onde flbgy)=
= x3+xy3. Portanto, a(f) = 5. Por outro lado, a ordem de
qualquer elemento de m3<3x +y3,xy2> com relacao aos pesos
(%,%) & maior ou igual a %. De fato: seija xayb, com a+b=3.
Entao, % + %? > g. Como a ordem de 3x2+y3 e %, e o grau
de xy2 e %, a nossa afirmacao fica provada.
Sendo o grau de y5 , lgual a°“° %g < %; ' concluimos
que B(f) < Por verificacao direta, segue que:
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5 2 5
m> 4 m2<3f1,fl> e mo < m2<3fl,fl>.
Portanto, a(f) = 5, B(f) = 1, Ao =4 e Bf = Zn 210 *
donde ix = 0. ’
o}

Para o caso (v), como I = <xy,x2+(k—l)y >Co(c ) tem

escada dada por: -

blo2
segue que o(f) =2 k-1. Mas, yk_2 £ I e mg—l c I, donde
se conclui que o(f) = k-1.
k-1 2

Como y 4 m2I ; segue que B(f) < 1. Por outro
lado, tem-se mg_l < m,I, donde segue que, a(f) = k-1,
B(f) = 1, Xo = k-2 e Bf = Zn 20"

Se k = 4, tem-se i>\O #0 e i>\O+l = 0, e neste

caso, sabemos que f se decompoe completamente (K = C).

Se k =z 5, tem-se ik =0
‘ o)

5.2. OBSERVACOES: (1) Na demonstracgao de (5.1), caso (iv), po

deriamos ter calculado B(f) diretamen
te como em (v). Registremos porém, que o que foi feito nao foi
uma ingenuidade, mas sim, o registro de uma técnica para uma

limitacao superior de B(f);

(2) o Teorema (5.1), continua verdadeiro pa

ra o caso K = R, “excluindo o caso de

n
, 2 2 3 _
f ser equivalente a iélgixi + xn—lxn - xn ’ Ei = + 1,
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5.3. COROLARIO: Seja £ « mi c CO(Rn), O-modal.
Entao, f admite uma semi-boa-decomposicgado, se

#0 e 1 = 0,

se i
e somente 5 Ao+l

A
o

Uma analise das singularidades 1-modais:

Afim de facilitar nossos calculos, demonstremos um le-

ma técnico:

5.4. LEMA: Seja f ¢ m2 c C (K

n —_
a o ), tal que, f(x) = wl(x) + o..+
+ ...+ wr(x) + ¢r+l(x), onde wl, S wr+l sao
monomios em Xyr weey X0 €, X = (Xl’ . ens xn). Su
ponhamos que wl + eeme T wr € gquase-homogéneo do

tipo (d; o o

l, CRC n).

Se grau de for diferente de d, com rela-

I‘Dr+l

gao aos pesos o a._ entao, <of,f> =

1r e n

- <af’l‘Dr+l>'

Demonstracao: Temos 9, f =.8i(wl toees Y)Y gy i=
=1, ..., n. Sendo RSP & wr quase—homogé
neo do tipo (4d; Qlr ovey an), seqgue por (I - § 6) que
ulxlal(wl + ...+ wr) + ...+ anxnan(wl + ...+ wr) =
=d@y + ...+ )
51 n
Seja ¢r+l = ax, X onde ‘'a ¢ K e Syre-erS,

sao inteiros nao negativos. Logo,

OL]_Xlallpr+l toeee t otnxnanlpr+l -

1]

(ulsl + s T ansn)wr+l



onde grau wr+l = 098y F ... F o S, (com relagao aos pesos
Gyr wees an)

Portanto, alxlalf + ... F anxnanf = d(l,Dl gl ...-+wr)+
+ (oclsl + gan, + ansn)wr+l , e entao,

alxlalf + e + anxnanf = df =

= (oclsl t ... tas - d)lpr+l

Como por hipotese ay8q t ...+ oo s/ # d, segue que wr+l €
¢ <3f,£>, donde, <3, _, >  <IE,E>,
Sendo d # 0, segue que <3f ,f> ¢ <8f,wr+l> e por-

tanto, <of,f>

<3f’wr+l>'

Com as notagoes acima, temos o:

5.5. COROLARIO: Se para cada i =1, ..., r+l, wl+...+wi_l +

+ wi+l R wr+l for quase-homogeneo do ti
o1 i
po (di’ QYr weny ocn),u com grau wi # di (com
= i i =
relagao aos pesos Ar wees an), entao,

wl' eeos wr+l e <3f,f>. Além disso, <3f,f> =

= <8f,wi>, i=1, ..., ntl.

Seja £ : Cn,O + C,0 uma singularidade l-modal. En-

tao, por Arnol'd ([31, [51), £ ¢ mi e a caracteristica da ma

. . n -
triz Hessiana em 0 ¢ C°, e n-2 ou n-3.

De acordo com os referidos artigos, com excessao da
singularidade Tp,q,r (a qual descreveremos abaixo), todas sao
equivalentes a singularidades semi-quase-homogéneas, e sao deno
tadas por certas letras latinas mailsculas munidas de um Indi-
ce, o qual representa a multiplicidade algébrica do germe, (is-

-

to e, u).
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Na tabela abaixo,

forma fO + fl com os respectivos tipos

T A BELA

apresentamos tais singularidades na

(conforme I - § 6).

Singularidade (d;a) fo fl grml(fﬂ
Kq, (21;7,3) w34y’ axy® 22 se a0
K, (15;5,2) 3 4xy? a® 16 se a#0
Ky, (24;8,3) x3+y axy® 26 se a#0
Z,, (15:4,3) Xoy+y” ay? 16 se a#0
71, (11:3,2) x ytxy ax’yS 12 se a0
714 (18;5,3) X3 y+y axy® 20 se a#0
Wy, (20:5,4) 2y ax? 22 se a0
Wig (16;4,3) xtxy ay® 18 se a0
J10(4a3+27#0) (6;2,1) x3+y6+ax2y2 0 ©
X9(a2¢4) (4;1,1) X4+y4+ax2y2 0 ®
P8(a3+27#0) (3;1,1,1) x3+y3+z3+axyz 0 ©
Q0 (24;8,6,9) X3+y4+y22) axy3 26 se a#0
Qll (18;6,7,4) x3+y22+xz3 a25 20 se a#0 -
01, (15:5,3,6) x4y 4yz’ axy® 17 se a0
Er s, (16:4,5,6)  x +y°z+xz’ oz 18 se a0
512 (13;4,5,3) X2y+y22+xz3 az 15 se a#0
Uio (12;4,4,3) x3+y3+z4 mqmz 14 se a#0
E, finalmente, temos Tp,q,r . xP o+ yq + z° f axyz, a # 0,
1 + 1 + N < 1. Com excegéo de T ; segue facilmente de
p d r p.a,r

(I - 6.3) que

u(Mj) = ]
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]

Nossos resultados para singularidades l-modais, sao da-

dos pelos seguintes teoremas:

5.6. TEOREMA:

5.7. TEOREMA:

Demonstracao:
1
com a # 0, 5
(i) cCaso
Temos
<afa>

Seja f em_ < C (c") 1l-modal.
n o]

Entao, f admite uma boa-decomposigao, se e so-

mente se, ix #0 e
o

Seja f e m_ c Co(Cn) l-modal, nao estavelmente

n

equivalente a uma singularidade homogénea.

Entao, f se decompoe completamente, se e somen-

te se, ik #0 e iy 41 = 0.
o o
Inicialmente, computemos Ao e u para a fami
lia T . Para tal, seja f_ = xp+yq+zr+axyz,
P/q.,x a
+ N + & < 1.
q r
p=2, qgq=3, r=217

= <2x+ayz, 3y2+axz, rzr—l+axy>

Tomando a mudanca de coordenadas dada por:

X = 2xtayz
Y = vy
L = Z
segue que <3fa> & equivalente ao ideal

r-1 2 2

<x, 6y2—a2y22, 2rz -a“y z>
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Por Krushinirenko ([ 12]), segue que

w(£,) = codg, <x,y,zr—l> + cod, <X,y,z> +
+ cod, <x,6y—a222, 2rzr—2-a2y2> =r +
+ cod, <X, 6y-a222, 2rzr_2-a2y2>

Tomando a mudanga de coordenadas dada por

X =x
P 14 Y = 6y-a z
Z =z
teremos <X, 6y—a222, 2rzr_2—a2y2> equivalente ao ideal

<x,y,z4> pois a #0 e r-2 2= 5. Logo, u(fa) = r+4.

Por outro lado temos Bfa = 23 110"

Por (5.4), segue que <8fa,fa> = <8fa,xyz>. Via V¥,

<3f_,f_> & equivalente ao ideal
I = <X, 6y2—a2y22, Zrzr—l—azyzz, y222>
Como
r-1 1 r- a2
vz = Efy(Zrz -a“yz) + 15 vz (6y —-a"yz") +
a 2 2
+ 15 z(y“z")
by r 2 a2 2_2
zo = 5—2(2rz -a“yTz) + 55Y 2
e zr_l £ I
r-1 r
segue gque my 7 <8fa,fa> e my < <3fp’fa>' donde

a(fa) = r, Facilmente se verifica que mg £ m3I, e entao,
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B(f_) = 0. Logo, A_=1r =2 7, donde

N ik = 0. Disto segue

o
que T, 3 (r 2 7) nao admite uma semi-boa-decomposicdo, e em
14 14

particular, naoc se decompoe completamente (a nao decomposigao
completa, pode também ser comprovada pelo fato de termos Bf =
= Zl 1110 + Zl 10 + Zl 0* Logo, se ela decompuzesse comple

" tamente, teriamos u=28<r+4d pois r =2 7, o que & um absur-

do) .

1l

(ii) Caso p 2, g=4 e r 2 5.

Com técnicas anadlogas, temos u(fa) = r+5, u(fa) = r,
B(faJ = 0 e portanto, Ao = r. Como Bfa = 23 5 o o Segue
que ik =0 pois r z 5.

o

Temos portanto que fa nao admite uma semi-boa-decompo

sigao. (Neste caso, o método da decomposigao do simbolo de Board

man e eficiente, uma vez que, Bfa = Zl 110 + Zl 11 0 + ZlO'
Portanto, se fa se decompor completamente, tem-se u(fa) = 9 <
< r+5 pois r 2 5, o que & uma contradigao).

(iii) Caso p =2, g =2 5, r 2 5.

De maneira anadloga, mostra-se que u(fa) =r +q+ 1,
a(fa) =r, B(fa) = 0 e portanto, Ao = r. Como Bfa =
= 23 2 9 0 segue que 1Ao =0 (r 2 5). Entao, fa nao admi
te uma semi-boa-decomposigao.

(iv) Caso 3 < p<qg=<r, r =z 4.

Por ([51) temos que u(fa) =p+qg+r -1. Com téc-
nicas analogas as anteriores, mostra-se que a(fa) = r, B(fa)=0
e portanto, ko = r. Como Bf = 23 3 o Segue que 1, = 0 e

a O
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portanto, que fa nao admite uma semi-boa-decomposigao. (Tanto
neste caso como em (iii), o método da decomposicao do simbolo de

Boardman & eficiente para detectar a nao decomposi¢ao  completa

de f£_).
a
Facamos agora o calculo de KO e ix para as demais
o
* singularidades:
_ .3 6 5
(1) Z13 : fa =xy +y + axy , a e C.
Como u(Zl3) = 13 (primo), segue que fa nao admite
uma semi-boa-decomposi¢ao, para todo a € C.
Para a = 0, tem-se
_ _ 2 3 5
<3fo,fo> = <8fo> = <X"y,x +6y >
A escada de <3f > & dada por: GT =
| =—
! ==
; =
l - == —
| 2 3 !

\%

Portanto, xy5 £ <8fo>, e entao, a(fo) 7. Facilmente se mos

tra que m;

Computemos agora B(£,):

c <8fo>, donde, a(f ) = 7.

Fixemos 2 como peso para X e 1 como peso para Y.
Com relacao a tais pesos temos que, ordem (xzy) =5 e ordem
(x3+6y5) = 5. Portanto, se h € <x2y, x3+6y5>, segue dque oOr-

dem (h) = 5.

Por outro lado, se g ¢ mg ; tem-se ordem (g) > 3. Lo
go, a ordem de um elemento qualquer de mg<x2y,x3+6y5> e = 8

Como ordem (y7) = 7 < 8, segue que m; ¢ mg<x2y,x3+6y5>,
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donde, B(fo) < 2. Facilmente se verifica que m; c m§<8fo>.
Entao, a(fo) =y B(fo) =2 e Ao = 53 Como
Bfo = 22 220" segue que i>\o = 0, e portanto, que fO nao

admite uma semi-boa-decomposigao.

Para a # 0, temos

2 3 5 4 5
<9f_,E > = <3x y+ay5,x +6y +5axy T, xy~ >

6

conforme (5.4). Como —xalfa + 3y82fa = 18y~ + l4axy5, segue

que a escada de <8fa> €& dada por:

114 —

ﬁ._____+_J_;;;__::>_

donde se conclui que xy5 £ <8fa>. Como xy5,y6 e <3f ,fa>,

a
segue que a(fa) = 6, B(fa) = 0 e portanto, Ao = 6.
Como Bf = 22 220 segue que ix = 0, e entao,
a o
que fa ndo admite uma semi-boa-decomposigao.
3 4 2 3
(2) QlO 3 fa = x" +y + yz + axy’, a e C.

Para a = 0, tem-se
2 3,.2
<afo,fo> = <afo> = <x~, 4y~+z", yz>

A escada de <3fo> e dada por: pa
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Portanto, xz2 £ <8fo>, e entao, xy3 £ <8fo>. Logo, a(fo)z 54
Facilmente se verifica que a(fo) = 5,
Fixemos 2, 1 e 2 como pesos para X, ¥y e 2Z res-

pectivamente. Com relacao a eles temos: ordem (x2} = 4, ordem

2

(4y3+z ) = 3 e ordem (yz) = 3. Portanto, se g « <8fo>, tem-

-se ordem (g) 2 3. Logo, para h e m§<8fo>, tem-se ordem (h)=

> 6.

Como ordem (y5) = 5, segue que mg 4 mg<3fo>, donde

IA

I

B(£,)

B(fo) 2 e Ko = 4, Como Bf =

2. Verifica-se que mg com <8fo>. Entao, a(fo) 5,

Il
™M W
Il

3 3 o+ Segue que ik 0,

O O

e portanto, que f_ nao admite uma semi-boa-decomposicao.

Para a # 0, tem-se
<8fa,fa> = <3x2+ay3, 4y3+22+3axy?, vz, xy3>

conforme (5.4). Como y3 £ <8fa,fa>, segue que u(fa) > 4,

e 4 3
Verifica-se que my < <8fa,fa>. Como xy~ £ <8fa>,

tem-se a(f_ ) = 4, B(f.) = 0 e portanto, AO = 45 Desde

que, Bg =1l 4 4 A
a O

nao admite uma semi-boa-decomposicao.

= 0, e entao, que f

tem-se que 1 "

Para as singularidades restantes, apenas registraremos

0s resultados:

_ .3, 7 5
(3) K12 ; fa =x" +y +axy , a e C.

Se a = 0, entao a(fo) =17, B(fo) =1 e Ao = 6.
Como Bf = 22 211110° segue que i, #0 e iy 41 = 0.

o} _ o 0
Neste caso, fa se decompoe completamente.

Para a f 0, tem-se a(fa) =7, B(fa) =0 e AO = 7.
Como Bfa = 22 21 110" segue que lko = 0.
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3 5 2 4
(4) Qq, ¢ £fo=x +y + yz° + axy , acC.
Para a = 0, tem-se u(fo) = 6, B(E ) = 2 e XO = 4
Como Bf = 23 30! segue que ik = 0.
o o
Se a # 0, entao, u(fa) =5, B(fa) =0 e Xo = 5.
Sendo Bf = 23 30" tem-se ix = 0.
a o}
(5) P8 s fa = x3 + y3 + z3 + axyz, a3 + 27 #0, a e C,
Se a = 0, tem-se u(fo) = 4, B(fo) =2 e xo = 2.
Desde que B, = Ly 3 g Segue que i, A0 e iy, 47 0. Nes
o o} o
te caso temos decomposicao completa.
Se a # 0 (a3+27 # 0), tem-se 0s mesmos valores para
os elementos referidos no caso a = 0. Neste caso, nao temos de

composicao completa, mas, temos boa-decomposigao para fa'

(6) X, = £_ = x4 + y4 + ax2y2; a2°

9 a #4, a e C.

Para todo a ¢ C tem-se oalf ) = 5, B(E.) = 2 e por

a
tanto, Xo = 3, Sendo Bfa = 22 5 20" tem-se lko £ 0 e
= 0, No caso a = 0, temos decomposicao completa. No ca-

iy 41
O 2 —~ .
so a#0 (a” # 4), temos boa-decomposicao mas nao decomposi-

c3ao completa.

_ L3 5 8
(7) Ky3 ¢ £ o=x +xy +ay, ac Ca
Para a = 0, tem-se a(fo) =9, ﬁ(fo) =1 e Xo = 8.
Para a # 0, tem-se a(fa) = 8, B(fa) =0 e AO = 8. Como
Bfa = 22 21110 para todo a ¢ C, segue que 1AO = 0 e por

tanto, que f_ nio admite uma semi-boa-decomposigao.
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_ .3 8 6
(8) Kl4 : fa = x~ +y +axy , a e C.
Se a = 0, tem-se a(fo) = 8, B(fo) =1 e Ao = 7.
Sendo B. = 22 2111110 segue que ik # 0 e ik +l==0.
o o) o
No caso, temos decomposig¢ao completa.
Se a # 0, tem-se u(fa) = 8, B(fa) =0 e XO = 8.
Desde que Bfa = 22 211110°7 segue, que lxo = 0.
_ .3 5 4
(9) le H fa = xy +y +axy , a e C.
Se a = 0, tem-se u(fo) = 6, B(fo) =2 e Xo = 4,
Se a # 0, entao, a(fa) = 5, B(fa] =0 e AO = 5],
Como Bfa = 22 5 20" para todo a ¢ C, segue que ixo = 0.
. _ .3 4 2.3
(10) le : fa = xy + xy +ax'y , a € C.
Se a = 0, tem-se u(fo) =7, B(fo) =2 e Arx_=5,
Se a # 0, tem-se u(fa) =6, B(fa) =0 e Ko = 6.
Como Bfa = 22 5 92 0" para todo a ¢ C, segue que i>\o = 0.
_ 4 5 2.3
(11) le i fa =x"  +y +axy , a e C.
Para a = 0, tem-se al(f ) =6, B(f ) =2 e X = 4.
o o o
Se a # 0, tem-se u(fa) =5, B(fa) =0 e ko = 5,
Para todo a ¢ C, B = I No caso a = 0, temos

f 222160°
a
iA #0, i, ;1=0¢ decomposigao completa. Nos demais casos te

o)
mos i = 0.

0
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Para a # 0, tem-se 0L(fa) = 6, B(fa) 0 e o B 6.
Como Bfa = 22 2 210" para todo a € C, segue que
ik = 0.
o
.3 2 5
(13) Qll ; fa = x~ +y“z + xz2~ + az”, ac C.
Para a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) 2 e 4.
Se a # 0, tem-se d(fé) =t 5, B(fa) = e A =5,
Como Bfa = 23 3 o Para todo a ¢ C, segue gue ixcfo.
42 2 _
(14) Sll : fa =x + y°z + xz" + ax"z, a < C.
Se a=0, tem-se o(f ) =35, B(fo) = e A = 3,
Se a#0, temse o(f ) =4, B(fa) = e A _ =4,
Como Bfa = 23 30 para todo a ¢ C, segue que
ik = 0.
o
) 2 3 5
(15) S12 2 fa = x“y + y'z + xz7 + az”, a ¢ C.
Se a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) = e A =4,
Se a # 0, tem-se 'u(fa) = 5, B(fa) = e A =5,
Como Bfa . 23 30 para todo a € C, entdao i, 0.
3 3 4
(16) U12 S fa = x~ +y 4+ z + axyz
Se a = 0, tem-se u(fo) = 5, B(fO) = e A =3,
Se a # 0, tem-se a(fa) = 4, B(fa) = e A_ =4,
Como Bfa = 23 3 1 ¢ Para todo ac«€¢C, segue que
i, 720 e iy 457 0 se a =0, caso em que f_ se decompoe
o o
completamente, e, ix =0 se a#0
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(17) JlO fa = x3 + y6 + ax2y2, ae C, 4a3+27 # 0.
Se a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) =1 e Ao =5,
Como Bf = 22 21110° segue que iy 0 e ik +1 = 0,
o o} o
caso em que fa se decompoe completamente.
Se a # 0, tem-se a(fa) =17, B(fa) =1 e Ao = 6.
Sendo Bf = 22 2110 segue que ik = 0.
a o
5.8. OBSERVACOES: (1) (5.6) e (5.7) continuam verdadeiros pa-
ra o caso real, excluindo também para
o caso de (5.7), as singularidades estavelmente equivalentes

w1

singularidades homogéneas.
(2) Por ([26]), sabemos que Xq (a#0, a2#4),

nao se decompoe completamente.

Uma Andlise das Singularidades 2-Modais, Estavelmente

Equivalentes a Singularidades em Duas Variavetis:
O resultado desta analise se resume no:

5.9. TEOREMA: Seja f : Cn,O -~ C,0 2-modal, estavelmente equi
valente a uma singularidade em duas variaveis.

Entao, f se decompOe completamente, se e so-

mente se, ik #0 e i)\O+l = 0.

O

Demonstracao: Linitaremos apenas em registrar os elementos cal

eulados em cada caso.



_ .3 1
El8 fa,b X~ + vy
a=Db=0 = 10, B
a #0 ou
b # = 10, B
E f = X + x 7
19 a,b ¥
a=>b=20 - = 13,
a=0,Db#0 =12,
a#0 = 11,
. _ .3 11
E20 . fa,b = x" +vy
a=b=02:a=11, B
a # ou
b # : = 11, B
. _ .3 8
Zl7 : fa,b = x"y +y
a=5b=20 =9, B8
a # ou
b # = 8, §)
Z £ = x"y + xy6
18 a,b
a=b=0 = 11,
a=0, b#O0 = 10,
a#0 =9,

78

+

il

8 + bxy9

10

10

6 4 by’
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(6) Z19 : £ b = x3y + y9 + axy7 + bxy8; a,b e C.

a=>b=20 o = 10, B = 2, AO =8 e ik =0
o

a # ou

b # 0 o =9, B =20, Ao =9 e 1AO =0

(7) W, fa,b = x4+ xy5 + ay’ + by ; a,b e C.

a=>b =20 o =9, B = 2, Ao =7 e ix =0
o

a=0,b#0:a=8 8=0, A\ =8 e i, =0
o

a #0 a0 =7, 8 =0, Xo =7 e iA =0
o

(8) W18 : fa,b = x4 + y7 + ax2y4 + bx2y5; a,b e C.

a=b=20 o = 8, B = 2, XO = 6, i, # 0 e ik +1 = 0
0 o) o
a #0 ou
b # 0 ta=7, B =20, Ao =7 e il =0
o)

(9) K16 : fa,b = x3 + axzy3 + y9 + bxy7 (4a3+2b%; a,b ¢ C).
a=>b=20 :a-=9, B =1, Xo = 8, ixo#g e ilo+l=0
a=0, b#0 o =9, B =0, AO =9 e lko =0
a#0 e b #0 o =10, 8 = 0, XO = 10 e ik =0

o
a#0, b=20 o =11,8 =1, XO = 10 e ik =0
o
‘ , _ .3 2 3 9+p 10+p
(10) J3,p : fa,b = x~ + x“y~ + ay + by (p > 0,
ai# 0; a,b e C, u= 1l6+p).
o = 9+p, B =10, A= 94p e ik =0



(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Z £ = x3y+ax2y3+bxy6+y7 (4a3+27#0;a,bec,u=15)

1,0 a,b
a=Db=20 o = 8, B = 2, Xo =6 e 1AO =0
a=0,b#0 o =7, B =0, XO =7 e 1Xo = 0
a# 0, b=20 o =9, 8 =2, ko =7 e i>\O =0
a#0,b#0 :0a=8, B=0, ko =8 e ix =0

o

Z s £ = x3y+x2y3+ay7+p+by8+p (p>0,a#0;a,beC,u=15+p)

1l,p a,b
a = 7+p, g =0, Ao = 7+p e 1AO = 0

— 2 . =1
Wl’0 fa,b = X +ax“y +bx“y +y (a#4;a,beC, u=15)
a=b=20 o =7, B =2, Ao =5, i>\O #0 e i)\o+l =0
a=0, b# 0 a =6, B =0, Ao =6 e i>\O =0
a#0, b=0:0a=28, B =2, Aq =6 e iko = 0
a#0, b#A0 :a=7, B=20, AO =7 e ix =0
o)

W. oz £ = xtx?y3+ay®tPapy "P (p>0,a%0;a,beC,u=15+p)

l,p a,b
o = 6+p, g = 0, ko = 6+p e ik = 0

o

4 2,32 d+q 5+q g

Wl,2q—l a,b (x“+y~ )" + axy + bxy (g 0,
a#0; a,b e C, n = 15+2q)
o =6 +q, B=1, Xo =5+ q e ik =0
o

# _ 2 3,2 2 _3+q o 2_4+qg > 0

Wl,2q fa,b (x“+y~)° + ax bx (g '
a# 0; a,b e C, p = 15+2q)

a =6 +qg, B =20, Ao =6 + g e ik = 0
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5.10. OBSERVACOES: (1) As familias acima, saoc dadas em ([5]).

(2) Para as demais singularidades 2-modais,
aquelas que analisamos, comprovam O mesmo resultado dado por
(5.9).

Decomposigao de uma Singularidade f m-modal (m < 2),

em Termos da Regiao R(f)

Analisando as singularidades m-modais (m < 2) estavel-

mente equivalentes a singularidades em duas variaveis, em ter

mos da regiao descrita por (4.1), obtivemos os seguintes resul

tados:

5.11. TEOREMA:

5.12.

5.

13.

COROLARIO:

COROLARIO:

Seja £ : Cn,O + C,0 m-modal (m < 2), estavel
mente equivalente a uma singularidade emn duas
variaveis.

Ent3o, f admite uma semi-boa-decomposigao, se

e somente se, A(f) + n(f) = u(f) - 1.
Nas condig¢oes acima, seja f m-modal, com
m=20, 2

Entiao, f se decompoe completamente, se so-

mente se, A(f) + n(f) = u(f) - 1.

Nas condigoes de (5.11), seja £ l-modal,
~ : ‘ 4.4 2,2

niao estavelmente equivalente a X +Y * 6X Y .

Entao, f se decompoe completamente, se e sQ

mente, A(f) + n(f) = u(f) - 1.
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Demonstracao (do Teorema) :

(i) m =0

Se f for estavelmente equivalente a glx,y) =

= x2y + yk"l (k 2 4), entao temos:

o(f) = (k-1, 1, 1, 1, ...), B(f) = (1, 0, ...)
e portanto, A(f) = §, n(f) = 1. Logo, A(£) + n(f) = K2 o
u(f) = k.

Se k =4, tem-se A(f) + n(f) = u(f) - 1. Nes-
te caso, sabemos que f se decompoe completamente (K = C). Se
k 25, tem-se A(f) + n(f) < p(f) - 1.

Se f for estavelmente equivalente a glx,y) =
= x3 + xy3, teremos o (£f) = (5, 2, 1, ...) e E = (1, 0, ...)
e portanto, A(f) = % e n(f) = 2. Logo, A(f) + n(f)#u(f)-1.

Para os demais casos, o resultado segue de (4.3).

(ii) m = 1.
Para este caso, apresentemos a seguinte tabela:
TABELA A
Singularidade A(f) n(f) A(f) + n(£f) p(f)-1

a =20 6 5 ' 11 11

K12 5
a#0 0 4 4 11
a=2=0 13/2 4 21/2 12

K13 3



14

11

12

13

12

13

10

= 0 11
a # 0
a=2=20
a#ao
ra = 10
<
a 0

i}
N

1l
o)}

PR
I
I+

(iii) m = 2.

Também neste caso, apresentemos a tabela:
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13

11

10

13

11

13

13
13

10
10

11
11

12
12

11
11

12
12



Singularidade

18

19

20

17

18

17

18

~

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=pb=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0
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TABELA B
A(f) n(£f) A(f) + n(£)
17
7
6
19/2 6 31/2
0 6
0 6
10 9 19
13 4 17
4
4
12 5 17
15 2 17
0 2
12 2 14
8 10
15/2 2 19/2

pu(f)-1

17
17
17

18
18
18

19
19
19

16
16
16

17
17
17

16
16
16

17
17
17



19

16

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0

a=0,b#0
a#0,b=0
a#0,b#0

a=b=0

a=0,b#0
a#0,b=0
a#0,b#0

a=b=0
a,b#0,a°#30
a%=30,b#0

a#0 ,a2#30,b=0
a®=30,b=0
a=0,b#0
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17

o 0O O ™

13

10
13/2

10

12
10

5+4

NN N U 5 NS s

=W W W W

19

10

15

13

18

12
17/2

14

15
13

18
18
18

15
15
15
15

15+p

14
14
14
14

1l4+p

14
14
14
14
14
14

l4+p

13+2¢g

14+2qg
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Uplas de Invariantes para Singularidades m-Modais

(m < 2), em Duas Variaveis

Aproveitando os calculos feitos, vamos dar uplas de in
variantes diferenciaveis que caracterizam os tipos Més ; Ppara
singularidades m-modais (m < 2), estavelmente equivalentes a

singularidades em duas variaveis.

(i) m =0
Singularidade u(f) = (u(f),A_(£))
Ak ; k21 (k,k)
Dk i k> 4 (k,k=2)
E¢ (6,3)
E7 (7,4)
Eg (8,4)
(ii) m = 1
Singularidade . u(f) = (u(f),a(f),n(f))
Xg (9,5,2)
JlO (10,6,4) ou (10,7,3)
le (11,6,2) ou (11,5,2)
K12 (12,7,5) ou (12,7,4)
le (12,7,2) ou (12,6,2)
le (12,6,3) du (12,5,3)
Kl3 (13,9,4) ou (13,8,4)
Zys (13,7,2) ou (13,6,2)
W13 (13,7,3) ou (13,6,3)
K (14,8,6) ou (14,8,5)

14



(iii) m = 2

Singularidade

Eisg

Z1g

Wig

Er0

Eqig

Wiy

Z17

19

5.14. OBSERVACOES:
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]

w(€) = (W(E), a(f), a(8%<f>), B(f),

(18,10,8,1,8),(18,10,6,0,6) ou (18,10,7,0,7)
(18,11,6,2,2),(18,9,6,0,2) ou (18,10,6,0,2)
(18,8,6,2,5),(18,7,5,0,4) ou (18,7,5,0,5)
(20,11,9,1,9),(20,11,7,0,7) ou (20,11,8,0,8)
(19,13,6,1,6),(19,11,6,0,6) ou (19,12,6,0,6)
(17,9,4,2,4),(17,7,4,0,4) ou (17,8,4,0,4)

17,9,6,2,2) ou (17,8,6,0,2)

(19,10,7,2,2) ou (19,9,7,0,2)
(16+p,pt+9,5,0,5)
(15+p,7+p,5,0,2)
(15+p,64p,4,0,3)
(14+2q,6+q,4,1,3)

(15+2q,6+q,4,0,3)

(16,9,7,1,7),(16,9,6,0,6),(16,11,5,1,5) ou
(16,10,5,0,5)

n(f))

(15,7,5,2,4),(15,7,4,0,3),(15,8,4,2,3),(15,6,4,0,4)

ou (15,8,5,2,3)

(15,8,5,2,2),(15,7,5,0,2),(15,9,5,2,2), (15,8,5,0,2)

ou (15,7,5,0,3)

(1) Como podemos constatar através da

sin-

gularidade X9 » O estudo da decomposi

cao completa de um germe estavelmente equivalente a um germe em

duas variaveis, parece ser mais eficiente usando a

identidade
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algébrica A(f) + n(f) = u(f) - 1, ao invés do invariante Ao'
(2) Resultados andlogos ao (5.11), também

temos obtido para singularidades com mo

dalidade interna 3, classificadas recentemente por ([L247).
Lembremos que as com modalidade interna < 2, estao contidas
nas com modalidade < 2,

(3) Como podemos constatar pelas uplas de
invariantes dadas para m = 1, 2, a(f),
B(£) e n(f), ndo sdo invariantes topoldgicos (conforme L&

Dﬁng Trang, Ramanujam e Teissier).



CAPITULO 1V

STMBOLO DE BOARDMAN E (n,k)-DETERMINACAQ

Neste capitulo, mostraremos para uma classe bastante am
pla de germes, que o comprimento do simbolo de Boardman, esta
mais relacionado com a (r,k)-determinagao do que com a determina
¢ao usual, isto &, (0,k)-determinacao.

Para justificar certos conceitos que introduziremos, con

sideremos o seguinte exemplo:

1.1. EXEMPLO:

Seja f : K2,0 + K,0 definido por f(x,y)=x8+y9+x3y4.

Mostremos que m4<f> c m5<3 £f,9,f,£>, onde

2 P & P
2, = 8x! + 3x%y? e 2,f = 0y° + 4xy°
Como
x4f = x12+x4y9+x7y4 f %X53 f + ;;x4y3 f - %3 y5(x3y4);
x3yf = xlly+x3y10+x6y5 = %x4y81f +
+ f%x3y232f - §2y6(x3y4);
w2y2s = %20y 2us2y 11,5, 6 _ {%X3y2 _ 13 sy £+
+ =xly o, f + i§x4y3(x3 i)z
xy3f = x9y3+xy12+x4y7 = ;;x2y3alf = (%xy4 - f%%x6)82f +

117 3 4 4

Togx ¥ x'y)., e

89
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4_ _ 8.4, .13 3.8 _ 5 4 15 13 5, .3 4
vy f = xyH+y THxy = 5TXY Blf + 5y 82f 5% (x"y7),
_ 3.4
e lembrando que <alf,82f,f> = <alf,82f,x y >, segue que,
4 5

m2<f> c m2<81f,82f,f>.

Por outro lado m3<f> & m4<3 £,0,f£,£>

! 2 2 10T 2mreT

De fato: mostrar que m§<f> 4 mg<8

m3
2

lf,azf,f> & equi-

valente mostrar que <f> ¢ mg<alf,82f>.

Temos que xy2f = x9y2 + xyll + x4y6.

4

Como m (my<9,f,9,£>) & o K-espago vetorial dado

12

por:

12 11 102 93 84 75 6.6 57 48 39
<X ’x YIX y I'X y IX y ,X y ’X y IX y Ix Y Ix Y 14

2.10 11 _10 83 . 7:4 6.5 56 4.7 3.8 .29
X Y lx IX yIX y fx y J'X y !X y IX Y ’X y IX y r

x7y3,X6y4,x5y5,x3y7,xzy8,8X9y2 + 3X4y6,9xyll + 4x4y6>R
1 1l 1
2 4
e, det |8 0 3] # 0, segue que xy f ¢ m2<81f,82f>.
o 9 4 '
seja 8 £ = i 1<i i, <2
i1 .. 1y X e. OXy S A
1 k
onde x, =x e X, =Y.
il 2

Consideramos o0s seguintes ideais:

I = <f>

" 3.4
= <le,32f,x y > = <31f,82f,£14

o2
H
Il
=

l

a
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2

2.4 33
§ = 12 = <Bllf,812f,822f,x Y Xy > =
= <28x6+3xy4,6y7+x3y2,x2y3>
_ = 4 2 3 3.2 _
871 = I3 = <0y198,07758,3, 558,958 ,xy ,x7y7 ,x7y"> =
= <56x5+y4,21y6+x3y,xy3,x2y2>
- = 3 2 -
$ = I4 =my 15 = m e I6 = m,
4
Logo, temos que Ii m2Ii+l r (1=1, 2, ..., 5) e, m2I c
c m2Il'
: n ) 2
Seja I c m_ < CO(K ) um ideal, 81,..., en nime
ros racionais positivos e Xir +eop X UM sistema de coordena-
das nas vizinhancas de 0 e Kn. Seja 6 = (el, .oy en)'

1.2. DEFINICAO:

I & dito um ideal do tipo quase-homogéneo com

relagao a 6, se existir um K-isomorfismo de
algebras P oz CO(Kn) - CO(Kn), tal que:

(l) w(I) =‘ <9'l, LR 4 g£>l el

(ii) Iyr ---r 9y sao quase-homogéneos com

relagao a 6.

NOTAQEO: I é& do tipo T.I.Q.H.-96.

1.

3.

DEFINICAQ:

I & dito um ideal do tipo Dp , onde p e Z,
p > 0, se, sendo posto GkI =r (k=2 0), exis

tir um K-isomorfismo de algebras

n n
Py ¢ CO(RT) ~ Co (K

o , tal que,



ki _
wkd I = N SRAREETY xr’hr+l(xr+l’ s X V3 s
p
ht(xr+l’ “ ooy xn)> e mn<hr+l' § sy ht> =
pt+l
< my <Bh_ qr «eey aht>.
NOTACOES: I & do tipo T.Dp ou, I satisfaz a condicao

1.4. DEFINICKO: Seja £ c m’ c c (™).
Se I = <f> for um ideal do tipo T.I.Q.H.-0
ou T.Dp , entao diremos que f & do tipo
T.I.Q.H.-8 ou T.Dp, respectivamente.
. 2 n
1.5. LEMA: Seja f e m_ < C_(K")
n o
Entao, B(<3f>) = B(<3f,f>).
Demonstracao: Como f e mi, segue que posto <Jdf> = posto <of,f>.
Suponhamos que posto 6k<3f> = posto 6k<3f,f> =0, k=
k +1 NS¢
=0, 1, ..., ko Logo, 8 <3f> = < T ———— > e
i
1 S
k +1 3S¢
6§ © <3f,£> = <f, >, onde s =1, ..., k +2; 1 <
0X. ... OX, o
i i
1 S
< il, ceny iS < n e Ryr eevr X & um sistema de coordenadas
nas vizinhancas de 0 « K",
k +1 ko+l
Segue entao que posto § <3f> = posto § <9f,£>.
k +1
Suponhamos que posto § <9f> = r.
ko+2 ko+l ko+2
Logo, § <9f> = § <3f> + Il e 8 <9f,f> =
ko+l
= § <3f,£f> + 12 , onde Il e 12 sao gerados pelos meno-
res (r+l) x (r+l) das matrizes My e M, respectivamente,

onde:

92
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2 .
(2
dX,. o0X,
1 12
( che ) _ |
00X, 9dX. 0X Ml
1 2 13
Ml = e M2 =
()
ko+3 L * _
9 f
( 0X. . 0X, )
1 1k +3
o)
. 3F k +2
Como Ay € 8 <3f>, (i=1, ..., n), segue que
k +2 . k +2

osto § © <3f> = posto ¢ © <9f,f>.
P
Seguindo com o mesmo raciocinio, teremos provado que

B(<3f>) = B(<3f,f>).

1.6. TEOREMA: Seja f e mi c CO(Kn), do tipo T.I.Q.H.-9.
Se m® < mB<8f>, entao B & da forma I,
n n f i,
see 1p 0.
~ c c+1l
Demonstracao: Suponhamos que £ ¢ my T oMy , com c = 2,

Sendo f to tipo T.I.Q.H.-06, segue que existe um i-

deal <gyr eeer Gy de Co(Kn), equivalente ao ideal <9f>,

onde 9 & quase-homogéneo do tipo (di;e), i=1, ..., k.Por
o o
tanto, como m, < mi<8f>, segue que m_ < mﬁ<gl, ey gk>.
El Kn
Logo, considerando X7 . X com O < Kl,...,ﬁn e
Kl + s t Kn = 0, Segue que existem hl’ .y hk € mi , tais
1l Kn . ~
que, xl ... xn = i;lhigi. Derivando em relagao a X. , tere

mos:



L L. £.-1 £,
Lox, oL x 3T 3 Ty 3 x U=
! 3-1 %50 Fyer e
k k
= 18049495 T 313340495

supondo Ej = 1.

Como cada g, & quase-homogéneo do tipo (d;8), onde

n
0 = (61, vy Gn), segue que g, = sélgsxsasgi (i =1,...,k).
ﬁl £.,-1 En k
Portanto, Kjxl il xj cew XS iélhiajgi +
n k

+ Sgl[igl(esxsajhiasgi)].

Como h h, ¢ mB segue que x_9d.h. € mB e

) n’' q s ji n'
entao, tem-se mﬁ—l c mﬁ<8jgi>, 1< 3j<n, 1< ic<k. Disto
segue que m®™ L < m8<g 3.9,> (1 <3 <n; 1< ic<k)
n n Zi’"j°1i R - B

Suponhamos ¢ 2 3.

Entao posto <3f> = 0, posto <Gqr eeer 9> =0 e
a-1 B c _ _ctl .
m_ c mn6<gl, cr 97 Desde que f « m> m> ; seguindo
com raciocinio analogo, teremos ma—C+2 c m860_2<g ‘ o1 9.7,

n n 1 k

pelo fato de podermos em cada estagio, trabalhar com geradores
quase-homogéneos com relacdo a 0. Temos ainda que posto
60_3<gl, ceer Gy > = 0 e posto GC_2<gl, cer 9> = r 2 1.

(i) Se r = n, entao tem-se mg—c+2 c mﬁ+l ; O gue acar-
reta gue o—-c+2 > B+1, e portanto, a-B =z c-1l. Lo-
9O+ B(<gl’ e gk» - >:n ... n 0°

;v__)
c=2
Pelo fato de ser SGqr wees 9> equivalente a <3f>,
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e por (1.5), segue que Bf = Zn . p o0+ com a~Rzc-1.
__\..__f
c-1
Suponhamos 1 < r < n.
i c-2 _
Consideremos § <gl, ey gk> = <Ll+Al,...,Lq+Aq>,
2 - .
onde Al, o oy Aq € mn e cada Li e uma K-forma 1i

near nas variaveis xl, . eey xn (obviamente existem e
xatamente r 1linearmente independentes sobre K). Co-
mo combinagoes lineares sobre K, de germes quase-ho-
mogéneos com relagao a 6, sao germes quase-homogé

neos com relacao a 6, entao podemos supor que:

c-2

§ <gl, Sy gk> = <L1+Al,...,Lr+Ar,pl,...,pt>,

onde Ll’ ceay Lr sao K-formas lineares K-linearmente
. . 2
independentes e Al, ois o 1 Ar, Pir «ver P o€ My com
Ll+Al, % T Lr+Arr pl, -1 Py quase-homogéneos com
relagao a 0.

Seja w; © grau de quase-homogeneidade de Li + Ai
..., r) com relacao a 6. Podemos supor que wy =

< W, .
aLl :
Suponhamos que = # 0.
Iy
Se Wy T Wy T el T W< W , entao podemos escolher
s variaveis x. , ..., X. , tal que:
; 1 Is
o (L L)
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w_ < w e L + A e se- e -
Como s s+l at1 41 € qua homogeneo com rela

cao a 0, entao LS+l independe de x.l, s d Wy xjS
oL
Tomemos X. tal que axs+l # 0. Logo,
s+1 js+l
o (L eve., L )
1’ ’ Tg+1
d
. d(x. , .., X, ) 70
1 Js+1

Prosseguindo com o mesmo raciocinio, podemos supor a

menos de combinagoes lineares sobre K, que:

onde Lé + Aé nao depende de Xir wner Xoo Lé K-forma 1li-

Ig
near e Aé € mi (a =1, ..., r), devido a quase-homogeneida-
de.
Considerando agora o germe de difeomorfismo definido
por:

X = xj + Lé + Aé , s =1, ..., r
s

o
Il
e

b # 310 wees 3

tem-se que Y & quase-homogéneo com relagdo a 6 . Tomando uma
permutagao o ¢ S, com O(js) =s, s=1, ..., r, e defi-

] * * = —
nindo a*y por o w(xl, ey xn) w(xc(l)’ c ooy xd(n)),tan

~-se que o*y é um germe de difeomorfismo quase-homogéneo com
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~ _ c—-2 -
relagao a o*9 = (96(1), S eo(n)) e, S SGpr o eeer G > @
equivalente a <Xl’ seer X hl, ey hm> com
2 - ~
= -— *
hj hj(xr+l’ CYIRY xn) e m_  duase homogéneo com relacdo a o*#
(3 =1, ..., m).
a—-c+2 B
Portanto, m. S M <Xqyy ey X 1 hl' S ¥ a, hm>, com
hj = hj(xr+l’ R xn) em =1, ..., m.
Nestas condigoes temos:
o—Cc+2
m_ c mi<xl, .o ey xr> + mﬁ<hl, sra hm>;
o~-c+2 R
m + mo<x sis, X_>
—.+ r L 7
m2~C 2 . 4 D1 L (pois, o=-c+2 2 B+2);
n-r mP<x x >
n l, tl., r
m*7Ct2 4 pPex ; eee, X
n n 1 r -
m <Xl’ .y X_2
B B
mn<xl, ceegy X2+ mn<hl, . hm>
c B ! I e’
mn<Xl’ POX_”
m-<x X > + m8<h h >
n 1’ """ 7y n 17 S=Er g N
B
m_ <Xy, ; X._>
= mB <h h > (pois h. = h.(x X_) € m2
n-r 1’ *°°" ’ J +1 "n n'’
j=1, «ei, m),
onde "=" denota o K-isomorfismo natural e,
_ n-r
m._. <X_yqr e xn>Co(K )
a—-c+2 B
Logo, mo—r c mn_r<hl, e hm>. Sendo hl’ —_— hm
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quase-homogéneo, segue que,

o-c+1 8
m cm

<3.h,>
n-r n-r °j i
(j = r+l, ..., n; i =1, ..., m) e portanto, que mi—c+l c
c m8<x X _,0.h.,> ¢ m8<x X _,h,,9.h.> (j=r+1 n;
n X1r weer Xpr9shy n 1 ottt RpefyedgtiTe R
i=1, ..., m), uma vez que a-ctl 2 B+1, pois 1 £ r < n.
Como h h m2 sa ermes ple
1r eeer B mo o ger em X 14 eees X
segue que <Xysoeees Xy hi’ ajhi> = 6<xl, ceer Xy hi>, (7 =
=r+l, ..., n; i =1, ..., m.
Pelo fato de ser Gc—2<gl, .++s 93> equivalente a

o—=c+1 c msdc—1<

e X h ee.y, h > segue que m >
ll 7 rI ll 7 m [ g q n

gll---lgk .
Sendo hi,ajhi quase-homogéneos com relacao a g*0,

entao podemos repetir o raciocinio usado gquando da construgdo do

germe de difeomorfismo V.
— d-1
Entao, supondo § <gl, ...,“gk> # m, e
6d<gl, - gm> = mn ' teremos
a-d B .d _ B+l
My € MR8 <9y ey 9~ = My

Logo, a-d 2 B+1, e entao, a-8 = 4d+1.
d
Por 6§ <gl, ey gk> =m. . tem-se que B(<gl, ...,gk>)
e da forma I .  Pela equivaléncia de ideais entre
t,t, ... £t 0
172 d
<39f> e <gl, & e g gk>, e por (1.5), segue que Bf & da for-
ma r. . ’ com a=-f =2 d+1.
i, -0 144 0
Portanto, Bf e da forma Zil - ia—B 0 *
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1.7. EXEMPLO: Seja f : K2,0 + K,0 definido por f(x,y)=x5+y6.
. 8 3.4 5 _
Entao, m2 c m2<x /Y > e Bf = 22 222 710°
com i5 #0 e i6 = 0.
1.8. OBSERVAQUES: (1) Todo ideal I < m_ < Co(Kn), do tipo

T.I.Q.H.-6, & do tipo T.D;. A recipro-
ca € falsa, como mostra o exemplo (1.1),

considerando I = <£f>,

(2) Conforme constatamos, todas as singulari
dades m-modais (m < 2), satisfazem a

condigao Dp , para algum p ¢ Z, p> 0.

(3) Temos também (conforme [4]), que todo

f em < C

n - .
N o(K ), com u < 13, & do ti-

po T.Dp ; Para algum p e Z, p > 0.

Como conseqiiéncia da técnica de demonstracgiao de (1.6),

temos um resultado mais geral, dado pela:

1.9. PROPOSICAO: Seja f « mi c CO(Kn), do tipo T.Dp
Se me c m6<8f>, entao B é da forma
n n £
DI .
e TR 0

~ a
Demonstracao: De m, < mﬁ<8f>, segue que,

ma+p+l c mg+p+l

N <9f>. Suponhamos que posto <3f> =

= posto §<9f> = ... = posto 6k<8f> = 0 e posto 6k+l<3f> =r 2 1.

Seja vy = (Yl, ceny Yn) e N x ,,. x N, com Y1 + e T

+ ...+ Y = atp+l.



Y1 Tn Y ~
Denotemos Xy eee X por x'. Entao, temos que

n

xY = ,z-h.5.f, com h.,, ..., h_ ¢ m8+p+l
i=]1"ivi 1 n n

. Supondo Yj 2 1,

n

n
tem-se ijx i;lajhiaif + iélhiaijf' Como thi € mn e

e L mﬁ+p+l<8§tf> com i,t=l,...,n.
J
Portanto, mi+p c mi+p+16<8f>.

f & do tipo T.Dp , segue 9 x

m0L+p—k - mi+p+16k+l<8£>,

De modo analogo, teremos N

(i) Se r = n, entao, oa+p-k 2 B+p+2, o que equivale a

o-8 = k+2. Portanto, B & da forma Ei

f ) 1 e la—BO
. = k+1 - \
(ii) Se 1 £ r < n, por hipotese, S <df> & equivalen
te a um ideal da forma <xl, ceer X hr+l’ . ht>'
com hj = hj(xr+l’ e g xn) (j = r+1, ..., t) e
P p+1
mo <hr+l’ i 3 s ht> < ml <3hr+l, o, Bht>.
a+p-k-1 B+p+1
Portanto, m_ P cmy P 6<xl,...,xr,hr+l,.. ,hgn

Seguindo com o raciocinio, teremos o resultado.

Com relacao & (r,k)-determinacao, temos o:

1.10. COROLARIO: Seja f : R7,0 -+ R,0 do tipo T.D,

D\

Se f for (r,k)-determinado, entao, Bf

da forma . . 0 *

1.11. COROLARIO: Seja f : Rn,O +~ R,0, com cod Rf = cod Af<

< o (conforme [17]).

Se me < m8<3f>, entao B é da forma
n n f

L. ) .

i, - 1o-8 0
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c_(R™)
Demonstracgao: Temos que cod Rf = dimg »—ggf;—— = cod Af =
C n
= dimR olR )2 < o, Disto segue
<9f> + <£,£7, L..>p

que f ¢ <9f>. Logo, por Saito ([22]), temos que f & equiva-
lente a um germe g quase-homogéneo com relacao a algum 0 .

Portanto, f & do tipo T.I.Q.H.-8, donde segue o resultado.

Utilizando ainda as técnicas de demonstracdo de (1.6),

temos os seguintes corolarios:

1.12. COROLARIO: Seja f « mi c CO(Kn), do tipo T.I.Q.H.-6

(ou do tipo T.Dp).

B
Suponhamos que m® ko me k+l5k<af> onde
n n
kO ko-l
§ T<3f> =m e $ <9f> # m_.
n n
Entao, Bf e da forma Zil o ia-s 0
k+1
(k =0, ..., ko)
Demonstracao: Seja £ ¢ {0, 1, ..., ko}. Por hipdtese temos
_ B
gue mg B < £+l6£<8f> onde podemos supor
§7<af> = <pl, ais oy pt>, COM  Pyy «wer Py gquase-homogéneos com
relagcao a 9.
Se £ =k entao 6£<3f> =m e portanto, o-8 >
o' n P ! ko+l
z ko+l ’ donde segue que Bf e da forma Zil L. ia—s 0"
k +1
o
Seja £ < k. Entao temos 6£<8f$ # mo
_ B
A partir da inclusao mi L n£+16£<af> seguindo
a-k
ko—ﬂ passos como na demonstracao de (1.6), terenos m, ©c
B£+l S B +1
o) _ £2+1 _
< my § “<3f> = m. , donde, o B£+l > ko+l.
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k
Sendo § C<sf> = m,o o resultado seque.

- No caso de f ser do tipo T.D_, a demonstragdo & ani
a-k+p+l _  Pr+1tPFl
m c m

loga, tomando N

<9f>, 'k =0, 1, ..., ko'

1.13. COROLARIO: Seja f ¢ mi S CO(Kn), estavelmente equiva-

lente a g : K2,0 + K,0, com Blg e 82g

quase-homogéneos.

Se m® < m8<8f>, entao B & da forma
n n £
z, . v
g e-- la—B 0.
= _— a B
Demonstracao: Por hipotese temos que m2 c m2<8g>.

1

Seja posto 6k<8g> = 0 e posto 6k+ <dg> = r # 0. Como

alg e 82g sao quase-homogéneos, segue que

o-k-1 _ m§6k+l

Mo

<9g>

Se r = 2, entao, a-k-1 =2 B+1, e portanto, a-B2k+2.

Sendo 6k+l<3g> =m_ ., segue que B e da forma
L, . .
i -e lu—B 0
~ k+1 - . :
Se r =1, entao $ <dg> & um ideal equivalente ao

ideal <x,yt>, para algum t 2z 2, pois, codK 6k+l

Nestas condigoOes, temos que mg—k_l c m§<x,yt>, e,

portanto, o-k-1 2 B+t, isto &, a-f 2 k+t+l.

<8g> < oo,

Como 6k+t<ag> =My o resultado segue.

o

1.14. COROLARIO: Seja f « mi c CO(Kn) (nao necessariamente

com p(f) < «),
Se existir k ¢ Z, k 2z 1, tal que, 6k<f> e

. o g ~ -
do tipo ’I‘.Dp e m < mnG <f>, entao Bf e da
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forma Zi 0

1.15. COROLARIO: Sejam f « mi c ¢_(x") do tipo T.D_ e
k 2, k =20,
o) o
ko+l to
com § <f> = m, e § T<E> # me Para ca
B
: o-k k
da k=20, 1, ..., ko , Sseja mn c mn 5k+l<f>
B, +1
com m% s 4 nk 6k+l<f>
Entao, ia—B 0 e ia—B +1 = 0, onde
k k
o o
Be =Zil .
(Compare com III - 3.7).

1.16. COROLARIO: Seja f ¢ mi c CO(Kn), tal que <3f> @& equi
valente a um ideal J = <gl, ceer G onde
9y v 9yr -eer 9 sao quase-homogéneos.

Se B for da forma ) ou
f nn...ndo
a B ~
Zn . nl...10° € " © mn<3f>’ entao,
|Bf| < o-B
1.17. OBSERVACOES:
5 ¢ _(R™)
Se; £ £ me < ¢ _(R") com dim 2
€Jam 17 wera Ly ¢ Wy o € g <fl,...,fn>
c, (R
Logo, por ([12]), segue que dim < o, para to
R r r =
<fl, LR f >
n
do inteiro r = 1. Nestas condigoes, seja k = k(n), tal que,
k n n

m, < <fl’ e fn>.

n -
Por ([10]), temos que fi € <alfi, awa g anfi>, (i =
=1, ..., n).
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Portanto,
mK< s £ > c <f £ ><fB £ ¢
n l, ---f n 1]’ -'t’ n l’ -.l, n
2 .n n 2
c mn<fl, SaEy fn> c mn<3fl, Fie o 1 Bfn>.
Em resumo, temos mk<f f > c m2<8f af >
14 n l’ = s w7 n n l’.-., n -

Baseado neste fato, e nas singularidades que observa-

mos, apresentamos a seguinte:

CONJECTURA: Seja f ¢ mi = ¢ (R™ , com  U(f) < .

Entao, f satisfaz a condigdo Dp , Ppara algum

PpeZ, p>0.



CAPITULO V

COMPRIMENTO DO STMBOLO DE BOARDMAN E 0 GRAU DE UM POLINOMIO

No capitulo anterior, a nossa preocupagao foi dar um 1i
mite para o comprimento do Simbolo de Boardman de um germe, em
termos da (r,k)-determinacao.

Durante a manipulagao de exemplos, que nos levaram a in
tuir a referida relagao, observamos que para "grande" nlmero de
polindmios, existia uma "boa" relacao entre o comprimento de seu
Simbolo de Boardman, e de seu grau, como por exemplo, IBf| <
< grau(f).

Diante destes fatos, nos propusemos a dar uma classe de
polindmios, para a qual, vale a desigualdade |Bf| < grau(f) - 1.
Existem porém polinomios com p < «, gue nao verificam esta rela
cao (ver (1.3)).

Para tal, seja F ={f ¢ K[x,yl : £(0) =0, £'(0) = 0

e p(f) < =},

1.1. DEFINIGCAO: Dados f,g ¢ F, diremos que f se reduz regu-

larmente a g, se:
(i) grau(g) < grau(f), e,

(ii) f & equivalente a g (equivaléncia via

R ou R).

1.2. OBSERVACOES: A propriedade de se reduzir regularmente, nao

determina em K[x,y] uma relagao de equivalén

3
cia. Para tal, basta observarmos que f(x,y) = x3+y4 + x2y se

105
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reduz regularmente a g(x,y) = x3+y4, sem que a reciproca va-
lha.
. Seja C ={f ¢ F : se f se reduzir regularmente a
a atl ~
um germe da forma x~ + h(x,y), com h ¢ mo ; entao f se
reduz regularmente a um germe da forma x2 + xa_ZAa_z(y) + ...+
+ ...+ xAy(y) + A_(Y), onde A, (y) e K[yl, i =0,1,...,a-2}.
Antes de enunciarmos o resultado do capitulo, vejamos

um exemplo.

1.3. EXEMPLO: Seja f(x,y) = x3+3x2yp + 3xy2p , com peZ, pzl,
Como f & equivalente a g(x,y) = x3—y3p , segue que
|Bf| = 3p-1l, com grau (f) = 2p+l.
1.4. TEOREMA: Seja f ¢ C, com grau (f) = r.
Entao, |Bf| < r-1.
Demonstracao:
(I) Consideremos
_ .a. b i i3
= )
f(x,y) X4y o+ i+j=caijx y i£5>cBijx y- o+
i,3=21 i,3=21
D i i ’
+ l>ad.x + 15p8:Y

onde o,., B.., d., e, ¢ K, u(f) <« e 3 < a < b,

Se nao existirem termos mistos, entép f se reduz re-

gularmente a x? + yb ’ e portanto, Bf = 22
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Suponhamos que exista termo misto, e que,

- T i.3
i+i=c%13* ¥
i,j=21
€ a soma dos termos mistos de menor Jrau.
Caso (l): 3 < a = b,
(i) Se ¢ < a, entao £ =D + h, onde h e m§+l.
Seja i o maior indice tal que, a, . # 0. De-
o) i, c-1
o o)
rivando 1 _-vezes com relacao a x e (c-io—l)—vezes com rela
gao a y, teremos que Yy € Gc—l<f>. Derivando (io—l)—vezes
com relagao a x e - (c-i )-vezes com relagao a Yy, teremos em
o)
6c—l<f> um elemento da forma x + 0y, com 8 ¢ K. Logo,
c-1 _ c-2 _ -
8 <f> = m,. Como posto $ <f> = 0, segue que Bg 22 .20
L_._V—J
c—-1
L. _ ~ _ . a a :
(ii) Se a =b = ¢, entao, £ =x +y + D+ h, com
atl ~ a-1 =
h ¢ Mo Segue entao que S <f> & gerado por elementos da
forma: ﬁi + hi ; kl’ .oy kt (i =1, ..., a), onde Kl"”’za
= , ' 2
sao K-formas lineares em Xx,y e hl’ 7 ha’ kl’ ’ ktezmz.
Se existirem i,j ¢ {1, ., al, com i # 3, tais que ﬂi e
ﬂj sao K-linearmente independentes, segue que Ga—l<f> =m,.
a-2 _ _ _
Como posto § <f> = 0, tem-se Be = 22 .. 20"
e ——
a-1
Suponhamos que Kl, aie ﬂa sao 2 a 2 K-linearmen
te dependentes. Podemos supor ainda que Kl, S, Za sao da-

das por:
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-
El = ax + @ _1 1Y
Kz = (a—l)aa_l Xt 2aa_2 5 Y
d fgqp T laKlo gy X (kDo ) kel Y
za—l = 2a2 a-2 X o (a-l)al a-1 Y
Ea = 0q 4.1 X + ay
b
. - _: gay oy a _ (a=-1)t
Seja o, 5 1=t (1) (). Portanto, F = —
a-2 2
o que equivale a U g o = (g)(g)z.
Suponhamos que o = (a)(E)k ara k=1 k
q a-k k k' ‘a r P restite
Logo,
(a-k+l)ay_pi1 k-1 (a-k)o, p S
ko, -k (k+1)o,_p_1 x+1
_ a  tk+1
=> A,y 1 k1~ 1! B
Analisando agora Ka—l e ﬂa , teremos:
20, o
(a—l)g = - laa 2 < >o(a-l)ai a-1
1l a-1
= 2a0t2 a-2
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Como,
. a t,a-1 a t,a-2
4 a1 - (e G € 0y 4op =) F)
segue que (g)a = 1,
Portanto, t =+ a, conforme a paridade de a. Nestas
condigoes, temos que £ = (x % y)a + h.

Efetuando a mudanca linear de coordenadas, dada por:

X=x*tvy

Y =vy

teremos que f se reduz regularmente a um polindmio da forma

a a+l
X" +g, com gem,

Como f ¢ C, segue que £f se reduz regularmente a um
polindmio da forma f = <2+ xa—zAa_z(y) + ...+ xAl(y)-+Ao(y),
com Ao’ Al’ a8, , Aa—2 e K[yl.

Temos que posto Ga_2<f> = 0 e que, x ¢ Gafl<f>. Co-
mo pu(f) < », segue que Ajly) 20 ou A_ly) Z0, onde
.1 a 1 a+l 1 k-1

Al(y) = Ba+ly + Ba+2y + s + Bky
e

.0 a+1l o_k

A (y) = B Y oo+ By

1 o}
com Bj' BE e K.

Se A; Z 0, seja j o menor ¥ndice tal que, B§+1 # 0
(3 >2a). Logo, derivando uma vez com relagao a x e (a-2)-ve
zes com relagao a Yy, teremos em 6a—l<f> um elemento da for

j-a+ j—a+
ma le._l_lyJ &tz o xk(x,y) + qly), com q e m% a 3. Como
x ¢ 3L e B§+l # 0, segue que yj_a+2 ¢ 8271F> . por-
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tanto, B. =¥

£ 9 .. 21 ...10¢ onde m< j-atl. (m+a-1 <

< 3§ < grau (£)-1).

Se A Z 0, seja p o menor indice tal que, Bg # 0.

(a+l < p). Derivando (a-1l)-vezes com relagao a y, como

Ga—l<— p-atl _ sa Ll.f )

Bg #0 (p 2 atl) e x ¢ f>, segue que y £>

Logo, Bf = 22 .21 ...10 " com s < p-a. (s+a-1l < p-1 =<
a-1 s

< grau (f)-1).

Observemos que podemos calcular um limite para |Bf|,
através de min{p,j} se A, Z 0 e A Z 0; através de J se
Aq 20 e AO = 0, e, atravées de p, se Ay = 0 e A Z 0.

(iii) Se a =b < ¢, @ imediato que B =1L, 5 -
e
a-1

Caso (2): 3 < a < b. "

(i) Se c¢ < a, entao, como [caso (1) - (i)] , tem-se

Be =1y .20

\,_..v._._..._)
c-1
(ii) Se ¢ = a, entao f = x* + D + h, com h « m§+l.

Seja j o maior indice tal que, aa—j 3 # 0., Derivan-
do j-vezes em y e (a-j-l)-vezes com relacao a x, teremos em
Ga—l<f> um elemento da forma x+g, com (g € mg.

Se j =1, derivando (a=1)-vezes em X, teremos em
Ga_l<f> um elemento da forma ax + by + £, com £ ¢ mg e b#0.
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Se j 2 2, derivando (j-1l)-vezes em y e (a-j)-vezes em X,
teremos em 6a_l<f>, um elemento da forma ®a-g § Y + dx + g,
com de K, g e mg. Portanto, qualquer que seja a hipotese
sobre 3j, como aa—j 5 # 0, segue que Ga—l<f> =m,. Sendo
posto Ga_2<f> = 0, segue que Bf = 22 20
\—v_..)
a-1

(iii) Se a < ¢, como f € C, tem-se que B & da forma

£
22 21 ...10" com a+m-1 < grau (f)-1, conforme [caso
\—-ﬁ’_""“_\r_)
a-1 m
(1) - (ii) 1.

Aproveitemos para fazer uma analise extra-teorema, do
caso a < b < c¢c. Primeiramente, seja a < b = c. Derivando
(a-1l)-vezes com relagao a X, teremos em Ga_l<f>, um elemen
to da forma:

2 b-a+l
- 1 . 1
hy = alx +x k(x) + (a l).ona_l beatl +
. b-a (b-1) 1 b-a
T, pg XY T e P T T %11 ¥ Y TR
o mb—a+2
co ppe m, .
Derivando (a-1)-vezes com relagcaoc a y, teremos em
éa—l<f>, um elemento da forma:
_ bl b-a+1l (b-1) 1 b-a
By = BmarD) ! * Thma)t Y1 -1 Y
(b-2) ! 2_b-a-1 T ~atl
+ boa 1T %2 p-2 X + ... + (a l)’ab—aﬂ.aJ‘Xb +
+ p,

b-a+2
com p, ¢ my .
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Considerando a mudanca de coordenadas, dada por

1
v
Y =y
teremos que Ga_l<f> é equivalente ao ideal <x,yb_a+l>. Por
tanto, By =25 .21 ...10
a-1 b-a
Se a < b < ¢, entao, do mesmo modo tem-se
Be =1y ... 21 10
\._._ﬂ, J A" - S
a-1 b-a
Voltemos a demonstracgao do teorema.
(ITI) Consideremos
f(x,y) = xa+xyb_l + O, iyj Z._ B xiyj +
! i+j=c7ij i+9>cij
i,j=21 i,j=21
5 i T i
*i5a%i 15p®iY
onde aij’ Bij’ di, e, K, u(f) < = e 3 < a < b.
- o ) . - b—l
Suponhamos que o uUnico termo misto de £, e Xy H
- _.a b-1 5 i 5 i

Entao, f(x,y) = x + Xy +  Laxt 4 hery

Se a < b, entao, posto Ga_2<f> =0 e 6a_l<f> =
= <x,yb—a+l>, donde se conclui que Bf = 22 21 1 0

Lo e
a-1 b-a
a-1

Se a =Db, entao, posto Sa_2<f> =0 e <f> =m,,
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e entao, Bf = 22 .20
\_\{______,
a-1
Se a > b, entao, fi(x,y) = xyb_l + h, com h ¢ mg+l.
_ . b-1 _
Logo, Bf = 22 .. 20" pois, 8 <f> = Mo«
| —
b-1
Suponhamos que exista termo misto além de xyb_l, e
_ T ij - .
que D i+j=caijx vy € a soma dos te;mos mistos de menor grau.
i,j=21
Caso (l): a =b =2 3.
(1) Se ¢ < a, entao, por [I - caso (1) - (1)1], segue
que Be =1, 20"
—_—
c-1
. . _ ~ _.a a-1
(ii) Se ¢ = a, entao, f(x,y) = x° + xy + D+ h, com
at+l ~ -
h ¢ my . Se Oy 4o1 # -1, entdo por [I - caso (2) - (ii)],
segue gue Bf = 22 . 20" Suponhamos que O g1 ¥ -1. Se
;\f—’
a-1
D + xya_l Z 0, entao, também por [I - caso (2) - (ii)l, tem-
-se Bf = 22 20 * Por outro lado, se D = —xya—l, entao
'__.\,__)
a-1
£ = x% 4+ p, com p ¢ m;+l. Pelo fato de termos f ¢ C, entao,
por [I - caso (1) - (ii)], segue que Bf = 22 .21 ...10"
- a-1 m
com m+a-1 < grau (f)-1.
a a+1l a+1l

(iii) Se a < ¢, entao f = x + Xy + h, com h e mo,
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Logo, por [I - caso (2) - (ii)l,

tem-se B, = L

I

f 2 waw 2 0°
N_.__v,_l'
a-1
Caso (2): 3 < ac<b
(i) Se ¢ < a, entao Bf = 22 . 20"
—_———
c-1
(ii) Se ¢ = a, entao f = x2 + D+h, com h e m§+l,
portanto, Bf = 22 . 20"
- —
a-1
(iii) Se a < ¢, como £ ¢ C, entao Bf =22 .21 ...10
— \/_J [N v )
a-1 m

com a+m-1 < grau (f)-1.

Registremos apenas que no caso a <b < c, temos Bf
=%y ..21...10°

a-1 b-a
Caso (3): 3 < b < 4.
Como nos casos ja vistos, tem-se IBfl < grau (f)-1.

(ITII) Consideremos

onde O,., Bi., d., e, € K, u(f) < = e

£(x,y) = xy> L+ gPTh e 2

) i,3
* i+j>cB y= *
i,j=1

13 1]
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Se os {inicos termos mistos de f forem xy> T e yxb—l,

entdo, By = Ly a0 onde m = min{a,bl}.
m-1
- a-1 b-1 ,
Suponhamos que além de xy e yX ;, exista termo
. . iJj
misto, e seja D = i£3=caijx yJ ' a soma dos de menor grau.
i,j=zl
Caso (l1l): a = b.
(i) Se ¢ < a, entao Bf = 22 .20
.'—\'_‘
c-1

IA

(ii) Se a c, entao B_. = I

Caso (2): a < b.

(i) Se ¢ < a, entao B. = I

IA

(ii) Se a c, entao B, = I

Para encerrar a demonstracgao do teorema, observemos que,
se a = 2 nas trés formas consideradas, entao, ou f & um re-

presentante de um germe de Morse, e al, nossa desigualdade & ver-
k

. - . DA 2
dadeira, ou f & equivalente a um polinomio da forma *x * y ,

I's
com k > 3, para o qual, nossa desigualdade pode nao valer. Como
estamos considerando f ¢ C, entao f se reduz regularmente a

+x7 * yk, com k < grau (f), e portanto, nossa desigualdade se

verifica.
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1.5. OBSERVACOES:

(1) Observando a demonstragao, constata-se que provamos a

validade de nossa desigualdade para um grande numero de polino-

mios nao pertencentes a C.
(2) Para £ numa das formas £ x2 4 yb + A, + x2 o+ xyb-+ A
ou j:xyb + x%v + A, os cidlculos s3o andlogos aos registrados.
(3) se f(x,y) = x2 + h(x,y), onde h(x,y) & um polind

mio de grau > a+l, entao por Lu ([15]), existe uma mudanga de
coordenadas, na qual f se expressa na forma x + xa_zAa_z(y)+
+ ...+ xAl(x) + Ao(y). Se u(f) < », entao podemos supor
gue a nova expressao de f & polinomial. Acontece, que nem sem

pre o seu grau & menor ou igual ao grau de f£.

(4) O exemplo (1.3) mostra que a condigcao £ ¢ C, & uma

condicdao indispensavel para os nossos propdsitos.

(5) Para n variaveis (n 2 3), encontrar uma boa classe
de polindmios para a qual valha a referida desigualdade, &€ uma

guestao mais delicada, como mostra o seguinte exemplo:

(1]

f K3 - K, f(x,y,z) = x2 + 2xy3 + 22

]
N
M
g

Temos grau (f) £ = 23 11110° pois f & equiva-

Jente a X2 + 27 - Y.
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No que segue, vamos exibir uma classe P de polindmios
de K[xy, ..., x ] (K =R ou C), e uma fungado h:{2,3,...}>N,
tal que, |Bf| < h (grau f), para todo f ¢ P.

Antes porém, vamos registrar alguns conceitos encontra-

dos em [12].

1.6. DEFINICAO: Um polindmio f « K[xl, ceey xn] diz-se comodo
se para todo i ¢ {1, ..., n}, existir na ex-

a,
pressdao de f um mondmio da forma xil i com

coeficiente nao nulo (ai e 2, a, 2 1).

Dado me NO , m = (ml, AR mn), denotaremos X" =
m

- 1 n

X X -
1.7. DEFINICAO: Dado f ¢ K(x;, ..., x 1, £ = 1§ ax', deno
1 n n m -

meN
taremos por supp(f), o conjunto descrito por
n
{m ¢ N : a, # 0}.

1.8. DEFINICAO: Dado f « fol, ..oy xn], denotaremos por H}f)
ao menor convexo de Ri (n-uplas de nimeros
reais nao negativos) que contém o conjunto
U(m + Ri) onde m ¢ supp(f) - 0. Pela fron-
teira de Newton de £, entenderemos o poliedro

T (£f) dado pela reunido das faces compactas do

poliedro F+(f). Pela parte principal newto-
niana de f, entenderemos o polinomio
£ Xz m

o meF(f)amx
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Seja A uma face compacta de r(f), onde

m
£f e KX 0ee, x 1, £ = I a x
1 N meND -
_ m
Coloquemos fA s I 2
meAnN
1.9. DEFINIGAO: Dado f ¢ K[xy, ..., x ], £= I a x™,  dire
n meN? ™ =

mos que f & nao-degenerado se para cada face
compacta A de r(f), (xl'c)l M ; e (xnanf)A

~ n
nao se anulam ao mesmo tempo em (C-0) .

1.10. OBSERVACOES:

(1) Se £ e KIxy, ..., x 1 for comodo com parte prin-
cipal newtoniana nao degenerada, entao u(f) < «

(consequéncia de [12], Teorema A.I.).

(2) Se f € K[xl, . xn] for comodo, com . y(f) < o,
entdo, nao necessariamente f & nao-degenerado,co
mo podemos constatar pelo polinomio f(x,y,2z)

= X3 + y3 + z3 + 3xyz.

Seja P o conjunto dos polindmios comodos nao-degenera
dos f de K[xl, oy xn], com f£(0) =0 e £f£'(0) = 0, (n=2).
Para esta classe de polindmios, temos o:

1.11. TEOREMA: Existe uma fung¢do h : {2,3, ...} » N, tal que,

B < h (grau f), para todo f ¢ P.
f
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Demonstracao: Seja I (f) a reuniao dos segmentos com extremi

dades em 0 ¢ R" e I'(f), conforme [12].

Pelo Teorema I de [12], temos que

— ' = — ] v n-1 _ n
u(f) = niv, (n l).Vn_l + ...+ 10(-1) vy ot (-1)

onde Vo & o volume de dimensao n do poliedro r (f), e, pa
ra cada 1 < g < n-1, Vq € a soma dos volumes de dimensao g
das interseccoes do poliedro I' (f) com os planos de coordena-

das de dimensao (.

Logo,
p
n!Vn+(n—2)!Vn_2 + ... + 2V,+1 se n par
u(£) <9
n'.Vn+(n—2)'.Vn_2 t ...+ 31VatV; se n impar
\
Seja grau (f) = 6. Entao, temos que:
r‘
n, ,n, ,n=-2 ,n, .n—-4 n 2
67+ (,) 8 +(y) ¢ + ... + (_,)87+1 se n par,
p(f) <<« ,
n, ,n, .n-2,,n, .n-4 n .
S +(2)6 +(4)6 + ievee: T (n_l)6 se n impar

Tomando h : {2,3,...} » N definida por

-
-2 h . on-2i n-2
igo(Zi)s + 2 se n pér, onde r = —5—
h(s) =
s-1 .
n, . .n-21i - _ n—-1
i£0(2i)6 + 1 se n- impar, onde s = —5-
.

teremos por [14] que |[|B.| < h (grau f) se £ ¢ P.

gl =
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CAPTTULO 1T rupo de Singularidades

: n
1.10. COROLARIO: Seja f e m_ < CO(R ) tal que, f(xl,...,xn) =

= fa (xl,...,xr ) + fa (xr +1,...,xr ) + ... F

1 1 2 1 2
+ ... + f_ (x ;e e.sX_) com H(E) < = e
ay rk_l+1 n
3 < a, < a, < 4o ﬁ ay inteiros e fai e ho-
mogénea do grau a, , 1 = 1,...,k; (n =z 2).

1

Entdo, f @& (r,s)-determinado se a; > 4, e
(r+1,s+i)-determinado se a; = 3, onde
s = rl(al-2) + (rz-rl)(a2—2) + ... +-(nﬂa?d)(ak—m

e r = s-a, +tl.

k
Demonstracao:
Como:
rl(al-2)+l
m. c <3f_ >, nas variaveis XyreeerXy
1 1 1
(r,-r,_q) (a,=2)+1
. ir s + c <3fa >, nas variaveis
i “i-1 i
X yeeesX {i#1,k)
ri-l+l ry
(n-r, ;) (a, -2)+1
- k=17 "k c <3f >, nas variaveis
N=fk-1 k
X TR Y
rk—l+l n
lembrando que u(f) < =,
s+1
segue que M c <'c)fa ,...,Bfa >
' 1 k
s+l (s+1)—ak+l
conforme (III - 2.3), segue que mo comy <8fa£..”3f%:*

Consideremos dois casos:



(i) a; = 3.
Se ry = n, isto &, f homogénea do grau aj.s segue
que s = n(al-2), e entao, que
(s+l)—ak = (s+l)-al = n(a1-2)+1 -a; = n-2 =2 0
Portanto, f @& (r+l,s+1)-determinado.
Suponhamos ry < n.
(n-r, .)(a -2)+1 (n-r, ) (a,-2)-a, +2
Como mn—r k-1 k < Moy k-1 k k <3f_ >,
k-1 k-1 %
nas variaveis xrk_l+l,...,xn e segue que
(n-r, ;) (3, -2)-a, + 2 2 0.
Portanto,
s+l-a, = [(rz—rl)(a2-2) + e + (rk_l-tk_z)(ak_l—Z)] +
+

[ry(a;=-2)-11 + [ (n-r,_;) (3 -2)-a + 2] 2 0,

pois as trés parcelas sdo nao negativas.

Logo, f£

(ii) ay > 4,

& (r+l,s+l)-determinado.

Conforme analise de (i), segue que s+l-a,_ 2 1, donde

k

a (r,s) determinagao de f£.

OBSERVACOES: f

De fato:

nao & (s-1)-determinado.

Temos que f & quase-homogénea nao degenerada, do ti-

s 1

! [ 2L | I

] a1

e — J
r

1 11,
R / g0 ey 7 eeeyg N ) e
ai ai ak ak
ri-ri"l (l#lrk) n—rk_l



c, (R")
Seja B uma base monomial para —55 ¢ 9 ¢ B,

o Gnico elemento de B, cujo grau com relagao aos pesos dados

acima &
d = Arr (a;=2)1 + X0 (r-r,) (5,-2)7 + +
max a 1'"71 a, 2 712 e
+ =L [(r, -r, )(a, 1-2)] + ==L (n-r, .) (a,-2)]
a k-1 "k-=2 k-1 a k-1 k *
k-1 k
t
r t t
. _ il 1 L n
Seja g = Xy oo xrl cee Kpoeee X0 Logo,
r r
d =i.zllt b o _22+1+...+
max a, i=171 a, i=r,
r
1 k-1 1 n
+ a i=r L +171i a, i=r L +lti
k-1 k-2 k k-1
Logo,
1 "1 1 "2
slry(ay=2) = (L.t 1+ Fl(ry-ry)(ay=2) - 4 2 4t T+...4
1 2 1
i Tx-1
+ ——[(x, ,-r, ,)(a__,-2) = .__ L t, ] +
ap -1 k-1 "k-2 k-1 1—rk_2+1 i
1 n
+ —[ (n-x; ) (a;-2) & . __ I t.1 =20
a, k=-1" "k 1—rk_l+l i

Suponhamos que na expressao acima, exista uma parcela

nao nula. Logo, existirad pelo menos uma parcela negativa. Vamos
r

. 1
supor sem perda de generalidade, que EI[rl(al 2) iélti] < 0.

r t
1 : tl ry
Logo, iglti p rl(al-2)+l. Portanto, x;” ... xple<3fa£a
donde segue que g e <3f>, que & uma contradigao, pois g e

basico.
Portanto, todas as parcelas sao nulas.



n
Nestas condigOes, segue que s = 1E1E4 -

s !
Portanto, g e m_, donde concluimos que

entao, que f ndo & (s-1)-determinado.

2.4.

1

+ £ (xr Lyree e r¥y ) + ... + £ (x.r

a; I 2 A

H(f) < =, 4 < a; < ... < a

homogénea do grau a; (1 =1,..
remos fk = f+wx F onde ¢A=
ak+1
e H. (n,1) e P em ’
ay n

germes a m-parametros A= (A

hy

U aberto contendo 0 € Rm.

k inteiros e £

l'--o,

S
m_ g <3f>, e

COROLARIO: Seja f(xl,...,xn) =f, (xl,...,xr ) +

1

reoepX_ ) OOm
k_l+l n
aj
.+k). Conside-
hk+w ’ com

uma familia de

A )éIJCRm
m

Entao, existe uma bola aberta B(0,e) < U com

centro em 0 «¢ R" e raio € > 0
te pequeno tal que, para X e B(
(r,s)-determinado, onde (r,s)

(1.10).

suficientemen
0,e) tem-se fk

sao dados  por

[



\

o, T

1.2.

1.5.

104.

4

DEFINICAQ:

(iv)

COROLARIO:

onde se le:

leia-se:

COROLARIO:

onde se lé:

leja-se:

CAPTTULO 111

f admite uma semi-boa-deccmposigao, se f for

equivalente a um germe da forma fa (xl,...,x )+

1 Ty
+ £f_ (x yeeesX. )+ Lo+ X peeesX ) +
a, "rqt+l rsy ay rk_1+l n
+ h(xl,...,xn), onde fal,...,fak sao como em
ak+l .
(iii), h € mo e mo £ <of,£f>, onde
o = rl(al-2) + (r2—rf(a2-2) + ... +

+ (rk_l—rk_z)(ak_l-Z) + (n-ry ;) (a -2).

se f admitir uma semi-boa-decomposigao da for

ma L

se f for equivalente a um germe da forma ...

se f admitir uma semi-boa-decomposigao da for

ma +..

se f for equivalente a um germe da forma R
~ . o}
nao necessariamente com m ¢ <of,f>, segue

que ...



1.15. OBSERVACOES:

onde se 1&: Portanto, a hipdtese de semi-boa-decomposicao

€ indispensavel em (1.14)

leia-se: Portanto, as hipdteses de (1.14) sao indispen

saveis,

2.3. PROPOSICAO:

na demonstracao:

onde se 1é: Como fa & homogénea ... . Logo,
i
o
m. ¢ <3f,f> + m

o+1
n

leia-se: Seja o = rl(al-2) + (rz—rl)(a2-2) + ...

+ (rk_l_rk_z) (ak_l_Z) + (n-rk_l) (ak-2)_ Logo,

por hipdtese temos que mg £ <3f,f> + mi+l.

4.5, COROLARIO: (sem efeito)

TEOREMA: Seja f e mi c Co(Rn) com p(f) <« e tal que, a
matriz Hessiana de f em O, tem caracteristica n-1
ou n-2 (n 2 2).
Entdo, f admite uma semi-boa-decomposigao, se e so-
mente se, i, #0 e i, i1 7 0.

O

Demonstragao:

E suficiente provarmos que, se £ « mg , for tal que

o

-boa-decomposicao.

i #0, iA 41 = 0 e u(f) < », entao £f admite uma semi-
o

Como f « mg e p(f) < «», segue que Bf tem uma das



seguintes formas:

(1) 22 .. 20 com a = ko.
\—V—I
a
(11) 25 .21 ...10 ©Oom A, =sta"l.
L8 v J L v J
a-1 s
Caso (i):
Como Bf = 22 .20 * segue que f = ha+l + 9, onde
[ —
a
h €& homogénea do grau a+l e ¥ ma+2
a+l 2 °

KO+B B
Existe B ¢« {0,1,...}, tal que, m, < my<df,£>,

onde KO+B = a(f) e B = B(f).

a+B B a+p+1
Portanto, mo c m2<8(ha+l+w), ha+1+w> +oom, i
a+2 a+l a+B B
Como VY ¢ mo e h e mo , Segue que m, cm2<aha+fn
Portanto, ha+l = ha+l(x,y) € nao-degenerada.
Suponhamos agora que mg c <3f ,f>, onde o = 2(a-1l).
Como AO+B = a(f) e B = B(f), segue que AO+B < g,
Logo, de
AO+B AO+B+1
Mo c m2<8f,f> + mo ; segue que
og=-A
o o] o+1 . -
m, < my <of,f> + mo ’ isto e,
o og-a g+l
Moy < My <8(ha+l+l’0)' ha+l+lp> D) '
Desta Ultima inclusao, segue que mo . m2~3<3h > e
’ E 2 2 at+l”’

~ g . -
entao, que m >. Mas isto & um absurdo.

2 +1

Portanto, f admite uma semi-boa-decomposigao.

c <3h
a



Caso (ii):

Como Bf = 22 21 1 0 ! Segue que
a-1 s
onde ha & homogénea do grau a e V| ¢ m;+l . Como
posto Ga-l<f> = 1, segue por (V = (1.4) - I (ii))

um sistema de coordenadas, no qual f se expressa na

x* + Y(X,Y), com ¥ m§+l.

Por ([15]), podemos supor que f se express

a a-2
f(x,y) = x~ + x Aa_z(y) + ... + xAl(y) + A

com Aa—2""’A1 e Ao , polindomios em vy, pois

Por outro lado, temos que:

Ga_1<f> _

82 a-2 a-1

£ = h_+)

que existe

forma

a na forma:

O(y)

p(f) < =,

= R = 9 97 = bl
= <x'ayAa—z(Y)'ayzAa-a(Y)'“"aya—zAl(Y)' a-Tho (¥)?

Suponhamos que:

- a-=
Aa—Z(Y) = Ga-2Y * Vao eade. ¥l _p, &
Ba-2 z 3
A (y) = Ba_3 + nde
a-3'Y 0q-3Y KDa—3 ! © lpa 3 enm
1 Ba—3 2 4
By B+l
Al(y) = aqy + P, onde Py € my e
g B
- o] o+1
Ao(y) = ay + wo , onde wo € m, e

Ba_2+l .
2.

Ba_3+l .
2

Bl > a

B =2 a+l



Sendo Bf = 22 .21 ...10 segue que:

()
[0 K e

s+2

™
v

s+3

w
v

B, =2 a+s-1

B = a+s

Sendo i)\O #0 e i, ;1 ° 0 , entao, segue que Adqﬁs-l

e existe B8 ¢ {0,1,2,...}, tal que, AO+B = o(f) e B = B(f).

Portanto,

AO+B 8 A_+B+1
2

m 2

c m2<af,f> + m

donde,

ma+B+s—1 B a-3

a-1
> < m,<ax +(a=2)x Aa—2(y)+'"+ZXA2(Y)+A1(Y)'

B -1
a-2 _"a-=-2 a-2 9
Yy +x ——wa_z) +

LI 5y

a-2

%373y a-3 ", a-33

aylpa_3) + - 8 ® +
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Logo, na inclusdo acima, os {nicos mondmios de A _pre---/BA  que

interessam, sao:

s+2 s+3 a+s-1 a+s
o oy

respectivamente. Portanto,

m§+8+sil c mg<axa-l+(a-2)aa_2xa_3y5+2+(a—3)aa_3xa—4ys+3+
+ v.. + 2a2xya+s—2+alya+s_l,
’aa_z(s+2)xa-2ys+}+aa_3(s+3)xa—3ys+2+ cee *
+al(a+s—l)xya+s-2+ao(a+S)ya+S-l,
, x> 4+ mg+8+s

Pela nao degenerecéncia de £, segue que Al Z 0 ou Ao Z 0. Se

a; = o = 0, entao ya+B+s-l £ mg<8f,f> + m§+8+s , seguindo

gue a inclusdo nao se verifica.

Se a, # 0, entao, para reproduzirmos o termo yaﬂhs-lr

~ a-1 8 a+B+s-2 : .
apareceriao os termos X~ "y  ou Xy . Para reproduzir
xya+6+s—2 a+B+s-2 e xa-lyB

, aparecerao Os termos 2a,Xy ou

at+B+s-2 a _B-1
04Xy e Xy

(supondo B 2 1), o que mostra ser im-
possivel devido aos termos da forma xryt , com r+t = at+B-1.
Seja ay = 0. Suponhamos que exista i=2,3,...,a-2,

tal que, a3 # 0.

a+f+s-1 .

Observando o elemento vy : , do mesmo modo como aci

ma, veremos que & impossivel representa-lo com coeficientes em
B . r t _

Mo s devido aos termos da forma X'y com r+t = a+B-1, lem-

brando que s 2 1.
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Deste modo, segue que

a ats

at+s+
x% + vy s+l

+ h(x,y) 2 .

com h € m

Mostremos que

o

Se moy < <3f,f>, como at+B+s-1 = AO+B = a(f) e
B = B(f), segue que a+B+s-1l < O,

Portanto, de

atf+s-1 B a+B+s

m2 c m2<8f,f> + m2
segue que mg c mg_(a+s—l)<axa—l+alh,(a+s)ya+s_l+82h,h> + m§+l.

Como h € m§+s+l , entao,

mg = mg—(a+s—l)<xa—l’ya+s-l>

Portanto,

mg c <xa-l,ya+s—l>

Sendo o = (a-2)+(ats-2) e xa-2ya+s—2 £ <xa-l,ya+s—l>

temos uma contradigao.

Logo, mg £ <3f,f>.

Portanto, £

5.11. acrescentar: f # X

90

CAPTTULO TV

2

mg {4 <3f,f>, onde 0 =

f pode ser dada na forma

(a-2)+ (ats-2)

admite uma semi-boa-decomposigao.

1.3. DEFINICAO: acrescentar hi e my =r+l,...,t
CAPTTULO V
1.10.
. _ 3.3 3
(2) onde se lé: f(x,y,2) = x +y +z7+3xyz
leia-se: f(x,y,z) = x3+y3+z3—3xyz
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