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Grupo de Singularidades
ICMC - USP

Introdugao

Em 1968 o Prof. Gilberto F. Loibel nos propds o problema
de estudarmos as singularidades de restrigdes de aplicagdes diferen
cidveis uma vez que uma dada fungao poderia nao apresentar singula-
ridade e contudo sua restrigao a certos sub-espagos apresentar sin-
guliridades genéricas, Atacamos primeiramente o caso das fungoes do
B+

cados em vista dos mesmos coincidirem com os c¢itados por R. Wells,

no R e chegamos a vdrios resultados, que deixaram de ser publi

em [9] utilizando técnicas diferentes. Com isto passamos ao estudo
das singularidades de restrigOes das aplicagdes do R’ no R? o qual
originou o presente trabalho, Ocupamo-nos aqui somente com o caso
em que as singularidades das restrigdes sao pontos regulares da fun

¢ao global.

No capfitulo I enunciamos os pré-requisitos da teoria ge-

ral das singularidades e fixamos as notagoes.

No capfitulo II, definimos o que entendemos por G&- singu~
laridades ou seja, singularidades de restrigoes de aplicagdes dife-
rencidveis. Desenvolvemos os principais resultados que utilizamos

no capitulo seguinte.

No capfitulo III, estudamos especificamente as &1- singula
ridades das aplicagOes diferencidveis do R3 no R2, clasgificando as

a- singularidades gendricas.

Subdividimos este capftulo que contém a parte principal
da tese em trés partes e num total de 22 pardgrafos com a finalida-

de de facilitar sua leitura,

Na parte A damos forma normal acs pontos 62- regulares e
também para os pontos de 62— singularidade do tipo I. A parte B se
ocupa dos pontos detﬁi- gsingularidade do tipo II. Estudamos o pro-
blema da redugao & forma normal. No processo da redugao nao resolve
mos o passo do pardgrafo 16 no caso geral, porém nos pardgrafos 18,
19 e 20 damos diversos métodos que levam ao resultado procurado em

casos especificos. B nossa intengao aprofundar estes métodos e acre
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ditamos que um ou outro poderd conduzir-nos 2 solugao geral.

Na parte C apresentamos exemplos de - singularidades dos
tipos III (11:13 e IIIb) e IV (Iva e rwb). Nao explicitamos as rasoes
que nos levaram a julgar que estes tipos sao realmente representati-
ves, pois isto exige um grande nudmero de transformagses de coordena-
das envolvendo inudmeros cdlculos cujo desenvolvimente sobrecarrega-

ria a tese neste ponto.

BEncontramos no decorrer do nosso trabalhe inlmeras outras
questoes abertas, seja no campo das formas normais seja no estudo da

teoria geral que pretendemos desenvolver futuramente.

Utilizamos a locugao "abandonando as linhas" devido a

Whitney e que significa reescrever as fungoes.



Capitulo I

Notagoes e Pré-requisitos

Neste capftulo faremos uma rdpida apresentagao dos pré-re
quisitos necessfrios e fixamos as notagbes que passamos a usar. Nao
havendo necessidade do caso geral apresentaremos as definigoes e

principais resultados para o Rn.

§1 - Jatos

Todas as aplicagoes aqui consideradas serso supocstas de
classe C . Por (xl, 5000 xm) e (yl, Eo G yn) denotaremos as  fun-

~ m n -
¢oes coordenadas no R° e R respectivamente.

Seja cio (", R®) o conjunto dos pares (f,p) onde p €R" e

£ : VeR®™+R" ¢ uma aplicagao diferencidvel com V aberto e pev.

Por Bﬁfi(p) denotaremos a derivada parcisl mista

218 2 ()
ek
D :]il"'jmxm

onde t = (tl, seecey tm), tiEZ+ e Itl = tl + see + tmo

Vamos intreduzir no conjunto C:a(Rm, R™) a relagdo

r

a) p=aq
(£,p) ~ (8y0) &<>1b) £(p) = g(q)
o) %, (0) = 2%, (a)

1 =1, .oy n para todo t com |t| < .
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De imediato vé-se que tal relagao € uma relagao de equiva

léncia.

Definicao 1,1 - Uma classe de equivalénecia segundo esta

relagao chamaremos de r - jato.

O r - jato a que pertence (f,p) denotaremos por 3T f(p)ou
£¥(p). O ponto p chama-se fonte e o ponto f(p), meta do T - jato

3¥ £(p).

0 conjunto dos r - jatos serd indicado por Jr(Rm, R"), is

to &, J*(®%, ®") = {jr £(p) | fecy (&%, B") e per™},

1.2 - Sistems de coordenadas em 3¥(R", B%)

Facamos corresponder &ao jr f(p) com fonte p = (Pl""’pm)
e meta f£(p) = (fl(p), 500 fn(p)), uma k-upla de mimeros reais do

seguinte modo:s

2%,(p) f, (p)

(Pls P29 osoy va fl(P)’ fz(P)9 ey fn(P)9 (o) xl ' D x, 9 o o o g

2£,(0) 9%,(p) 2 E,(p) 2 £,(p) 2E,(2)

9 g 006y TEL - g eecyg T = 9 oeey T 9 o o e
0 *p 0y 0 X, 9% ’me

21t 2 ()
t LI %
Dlxl -azxz 060 ﬁb x

m

onde se convenciona a seguinte ordem para as derivadas de ordem 8
(1¢s sr). Primeiramente as derivadas parciais de ordem s de fl, de
pois de f2 etco «.. finalmente as de fn. Dentro do conjunto das de~
rivadas parciais de ordem s de ums fi se estabelece a gque a deriva-

¢cao seja na ordem oposta da lexicogrdfica relativamente as m-uplas



t = (tl’ coay tm) conm ti€Z+ e ltl = S
Pode-se mostrar que o mimero k § dado por

n+ r
k=m+n
r
Observemos que tais coordenadas sao livres, isto &, dada
uma k-upla basta construir f = (fl, S006 fn) tal que as f, s&o poli
némios de grau r e determinar os coeficientes de modo que jr £(p)

tenha as coordenadas dadas,

Com isto estabelece-se uma correspondéncia biunfvoca e sg
bre d JY(R™, R®) com it & JE(R®, R™) por intermddio desta

correspondénecia a estrutura topoldgica e diterencidvel de Rk.

Dada & aplicagao diferencidvel f : R®—» g% definimos a &=~
plicagdo 3°f : Ro—>JT(R", R®) por (jrf)(p) = 3"£(p). Pode-se mos-

trar que esta aplicagao & de classe ot

Designemos por Jr(m,n) 0 conjunto dos r - jatos de fonte
e meta fixa, respectivamente 0O eRm e OeRn. E 6bvio, este conjunto

§ difeomorfo a um RS D ¢ podemos identificar

JF(R"®, ’*) = R™xR™xJ% (m,n)

Seja agora Lr(m) ch(m,n) o conjunto dos r -~ jatos de fon
te e meta fixa (0 €R™) inversfveis. Consideremos L*(m,n) =
= L% (n) x L(n). Podemos dar a L (m,n) uma estrutura de grupo de
Lie. Este grupo atua diferenciavelmente sobre Jr(m,n) segundo a led:

. para todo (X,Y)€Ll(m,n) e para todo z2€ T (m,n).

(X,Y)e2 = Y 2 X~
Esta lei corresponde como é f4cil de se observar a mudangas de coor

denadas em R™ ¢ R" respectivamente (maiores detalhes em (4] e [6]).
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Definindo JTs T (Y, Rn)—-;Rmen porﬂ'(jr(p)) = (p,£(p))
pode-ze mestrar quel] & ums fibragdo diferencifdvel com fibra I (m,n)

e grupo estrutural I (myn) (ver [3]).

§2 - Singularidades

Definicdo 2.1 - Uma 6rbita @ = L (m,n)(X) de X €J" (m,n)

chama-~se uma singularidade de ordem r.

Definicio 2,2 - Uma superffcie regular ScJ (8", R®) in-

variante sob a ag¢ac do grups Lr(m,n) se chama uma "Variedade de r -

singularidades’, S serd uma reumiao de Srbitas.

Seja ¢t J°(RT, R®) —»J3%(m,n) a projegio natural. Para ca
da £ 3 VeaR®-»R" definamcs a aplicagdo ' v—3%(myn) por T (p) =

=O“’[jrf(p)} o

<o

Definicic 2.3 - Diremos que £ s VER'—sR" admite(possui)

uma singuiaridade 4o tipo S no ponto peV se fr(p)e’.so

Designemos por S(£) = (-f'g)-l (s).

§3 - Transversalidade

Definicso 3,1 = Diremos gue T \TCLCb Rm—PRn diferencidvel

& trangversal a uma syuperficie regular N do R® no ponto peV se

~ m n
f(p)€ N ou se £(p)EN entdo fP(R ) + Nf(p) =R,

Diremos que f & transversal a N se for transversal a N

em todos os ponteos de V.
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Proposicao 3.2 - Seja f l’aci- R® > R® diferemcidvel e
Nn-qC:Rn uma superffcie regular fechada. Se f é transversal a -
entao f'l(Nn'q) & uma superficie regular de dimensao m - q em R® ou

é vazio.

. T @ m _n
Definicdo 3.3 - Topologia C': € a topologla em C (R°, R )
induzida pela topologia compecto-aberta de Gw(Rm, Jr(Rm, R®) pela a

plicagao
Y - (> 23
=+ ¢ (R%, R®) —yc (&%, I°(&", ’R")

Definicao 3.4 -~ Topologia Cr-fina. t 8 a topologia em

@

c (Rm, Rn) indngida pela topologia compacto-aberta fina de
o
&R, @R, ’Y)

pela aplicagao

r o

(= =]
= a (25, B¥)—»C (%, J°(R", )
Seja Sc:Jr(Rm, Rn) sub-variedade fechada. Denotemos por

Tr(K',S;‘) ={f s Rm.-=—>‘£in | jrf é transversal & S nos pontos de K }.

Peorema 3.5 - (Transversalidade)

a) Se K cR® & comrpasto entao Tr(K:,s:) € aberto na topologia cr+l. Se

K cR® & fechado entdo T (K,S) & sberto na topologia ™+ fina.

b) Se K cli § fechado entao 7 (k,5) & denso na topologia c** _fina,

Definicdo 3.6 ~ Uma colegzo de superficie (Si)i=o,1,.--,t

em Rk § dada por uma sequéneia finita de fechados .
KODK:].D oonD_'KbD Kt+l = ¢

tais que Si = Ki - Ki+1’ i = 0y eeey T @ Si uma superficie regular

k ; .
em R com dim S°>d1m S1 > see>dim St'



superficie S por uma colegao de superficies (s

oy

Observagao 2¢] = O teorema 3.3 vale quando substituimos a

i)i=°,l, [N .,t.

Vamos agora definir os conjuntos

Koy aeey kr(f)

1 =2

Indiquemos por
.0 - _
Skl(f) = { PER | posto fp = min(m,n) kl}

(f) & uma superffcie regular de R™, podemos considerar

= 1 ; —R%
£, =8 [Sk () Skl(f) R

e falar no conjunto

Sklkz(f) 3 Sk2(f1)

para k, = Osly.ee,8, onde s, = min(dim Skl(f), n).

Em geral se S (f) é superficie regular de RD de

k -c«,\k

finimos

e =1
“kpk, o kr(f) = Skr(fr_l)
7 71 Sk vo. S (B)
1 Tl
kr = o,l,...,sr_1

s, 1 = min(dinm 8

T kl e e kr(f), n)
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Bstas definigoles introduzidas por R, Thom em [3], sao de
conteddo bastamte geométrico pordm de pouca aplicagao pois de modo

geral € bastante difioil mostrar que S ook (£) 6 sub=-varisdade

k.k
172
de R® o Pazemon mengao~aponas oémo titulo de 1nformagao que J. Board
man apresenta ume maneira intrinseca de definir oe conjuntos aoima

e que se mostram mais f4obls de manejar na prdtica.
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Capftulo II

Singularidades de Restrigoes de Aplicagdes Dife-

rencidvelis

§1 - Introdugao
Seja £ : RO—>R% dada por £(x,¥,2z) = (u,v) com

u = Eg -x(y - 2) + 2
vey

Logo sua matriz jacobiana serd
x2 -y + 2z =X x+1
J(£) =

0 1 0

donde se conclui que os pontos da forma (oy792) s20 pontos regulg-
res de F.

Se considerarmos agora a fungao f restrita ao plano z =

= k (constante obtendo portanto uma fungdo do R? no B2

dade por
fk(x,y) = £(x,y,2) temos que tal aplicagio terd uma singularidade
no ponto (o,k). Por outro lado o ponto (-1, 1) & ponto singular da

restrigao £% e também ponto singular da fungao global.

Com isto o problems de estudarmos as singularidades das
restrigdoes de aplicagdes diferencidveis se poe, pois que, uma apli-
cagdo pode globalmente ndo apresentar singularidade e sua restrigao
apresentar uma singularidade '"gendérica"., Ainda como vimos,::08 pon-

tos singulares da aplicagao restrigdo podem ou n3o serem distintos



)

dos da aplicagao global. Nosso intuito neste capfitulo & dar uma for
mulagac para tais fatos e estudar em detalhe quando os pontos singu

lares da restrigao nao caem sobre os da funcdo global.

§2 - Folheagao

Definicao 2,1 - Uma folheacao F de codimensao agm e de
classe C* de uma variedade diferencidvel M™ de classe C° & uma cole
gao F ={ FicM | iel}de sub-variedades de classe G° e disjuntas,

de M satisfazendo:
a) codim F, =4 Yiel

b) T P, =M
i€T

c) para cada xe&M, existe uma vizinhanga aberta V de x em M e uma &
plicagdo de classe C°, regular, ¥: V—>R% tal que: LP'(x) =0 e
para cada yeV, qf_l@](y)j ¢ a componente conexa de y enm E‘iﬂ T

onde Fi € a sub-variedade da colegao F que contém y.

Chamaremos:

1) As aplicagles |t vV —>R? de definigdes locais de F ou equivalen-

temente que F € definido em V por i V—>Rq.
2) De folhas as sub-variedades F; da folheagao F.

Sem perda de generalidade o aberto V pode ser tomado como
um aberto,coordenado e as coordenadas de modo queil s v—s Y seja u

ma projegao.
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Isto nos permite pensar:.localmente uma folheagdo F como u
ma famflia de planos paralelos (m-q)-dimensional no espago euclidia
no m-dimensional.

Vamos precisar melhor o que acabamos de afirmar. Conside-

mn-q

remos R™ = R b'd RQ. Damos a BT o seguinte sistema de;'coordenadas:

um ponto peR" serd da forma p = (x,z) com

N
X = (xl’ seey xm_q) eR q
Z = (Zl, es ey’ Zq)eRq

Entdo Vs V—R? serd.da forma ¥V (x,2z) = z,1080 em V as folhas se

comportam como os (m-q)-planos paralelos ao espago linear z = O.

Doravante a locugao "Variedade Diferencigvel Folheada" se
r4 entendida como munida de um:atlas maximal. (U = (V°< ,H&) onde nos
abertos coordenados damos um sistema de coordenadas da forma (x,z)
como acima e as folhas serdo pensadas como (m-g)~planos .. paralelos
ao espag¢o linear z = 0 ou se preferir definidasﬁpéla projégao no se

gundo fator.

§3 - Mudanga de coordenadas permissfivel

Definicdo 3.1 - Seja (M*,0l) uma variedade diferencidvel,

F uma folheagao sobre M e O = {(V ,g&) Io(&j\}seu atlas maximal,

Chamaremos "Mudangas de coordenadas permissivel" as mudan

gas de coordenadas

‘ﬁ( P: f((vum Vﬁ) — Ho(s(vu('\ V(;)

que se exprimem da forma:

('Px',’(xpz) = (({Jtﬁ (X,Z), (fbi(i(z)>= (xl,zt)



va

Y

¥ 6bvio da definigao acima que tais mudancas de coordena-

das preservam localmente as folhas,

Convém agui observar dois fatos que mais tarde serao de

bastante utilidade.

32 = B fdcil ver que sempre que tiver sentido,a mudanga
de coordenadas composta de duaes mudangas de coordenadas permissi-

vels serd também permissivel.

343 - A mudanga de coordenadas inversa de uma mudanga de

coordenadas permissivel é ainda permissfvel.

Suponhamos

@ K P NTp)— Lpﬂ (Y, NV5)

permissivel, portanto:

2
LPoLp(x’z) = (ﬁ@(x!z)9¢xp (Z)) = (x!, z')

Vamos mostrar que %Mtambém é permissivel. De fato seja

%“(x"z') - Mlu (x'y2'), k70(2e>¢>< (x1,21))
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Basta agora mostrar gque L?z(bo((x',z') = z nao depende de x'. Temos

z! =c{>i(5 (‘P?yx (x'y21))

Calculando o jacobiano vem
0 _’a 71 d LPqi P "Fl’%b{
_b%x'g = ’aiz; * 2 (x!
A
e | 4

0o que implics
2

2(‘.’2@1%1 i
ox') -~
2
ou seja (f)@,o(é fungao apenas de z!'.

mas

Goq_od-o

Desde que neste trabalho estamos interessados somente nas
propriedades locais iremos estudar daqui para frente em detalhe ape

nas o caso em que M = V § um aberto do R,
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§4- Definigoes Gerais

Sedam Ty = (%1 eovy By )9 By = (¥]y eoey 81)y $=(21, )

e I'bl = Izll + I’Gzl com tj’ ti €Z+ j = 1, 000y m"q e 'e= 1, oao,q.o
] t t
l 1 2 m=-
,D X = ‘-D xl b 12 XK } qjcm-q
Denotemos por
z TR g
’D 2 Z = élzl Bgzz eece aqzq

e por

altlf ] ‘altlfl(p) altlfn(p)
o R b R T O

onde cada componente

’altlfi(p)

B, &
,aleaZ

& entendida como a sequéncia obtida tomando-se todas as 51 9252 de

modo que |t| = s, respeitada a ordem estabelecida no capitulo I.

Com estas convengoes podemos escrever as coordenadas de

um r-jato jrf(P)éJr(Rm, R?) como
' altl
jrf(P) =((P’ f(P), __'(‘El ) 1$lt|5r

’Dlxa 2z

Vamos agora definir uma aplicagao que denotaremos por 7TF

cujo campo de definigao serd J*(R", R®) do seguinte modo:

1t ~ &
(m, f(P): _—'—('Rl)) ((P’ f(P)! _—('R)' )

A 1x/§ ) 7% x

ou seja somente aparecem os termos em que lgzl é zero.

7‘7‘];\ (jrf(P)) =77—
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Designemos por J;(Rm, R%) a imagem pela aplicaqu?T; de
JT(R™, ’"), isto &,
I(R", %) =77;,[(Jr(am, Rn)ﬂ.

Un elemento de J;(Rm, R®) denotaremos por 3% £%(p)

OBSERVAGAO:

J;(Rm, R") nos 4 os jatos das restrigdes das aplicagdes

& folheagao.

Da maneira como foi definido & 6bvio que J;(Rm, Rn) pode

ser identificado com R" x R x J%(m-g,n).

Posteriormente utilizaremos a projegao
. r, m ._n T

0_}.,1 $ JF(R ] R )'—QJF(m'Q?n)

De modo andlogo definimos

-/
M2 s 3%(myn) 3% (n-q,n)
pondo

J;(m,n) = Jr(m"q’n)

Seja LE(m)c:Lr(m) dado por

KEL?(HI)(‘-;,'}X =J%(m) comh : V—R™ dado por h(x,z) =

= (x',2') onde

(x.
s

Segue das observagdes 2.2 e 2,3 que Lﬁ(m) é subgrupo de L°(m).

hl(x,z)

i

hz(z)

Seja L;(m,n) = 1%(n) x L;(m) 0 qual possui uma estrutura

de grupo quando munide da lei (X', Y')(X, Y) = (X'X, YY'). B ébvio
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que
o5 r
LF(m,n) $C L (m,n)
%
donde opera sobre Jr(m,n) da maneira Jj4 mencionada no capitulo I,
isto &, (X,Y)(2) =X Z Y ou seja se X = a° coma ¢t UCR >R, Y =

bt com b ¢ VCRm-—>Rm e 7 = £F

com £ + VCR® U R%,entdo XIZY =

(a £ b)¥ = & £ b7,

Notemos que a agao de L;:(m,n) sobre J¥(m,n) equivale a
mudangas de coordenadas permissiveis em Ver® e mudangas de coorde-
nadas qualisquer em R%,

Seja ¢ L;(m) —15(m-q) o homomorfismo definido por

¢ (;*(n)) = jr(hzo) com z = O, De imediato segue que g &
sobre.

Utilizando ¢ podemos definir uma operagdo de Lr(n)xL;(m)
sobre J;(m,n) do seguinte modo:

para (X,Y) com XGL;(m), Yec1¥(n) e para todo ZeJ;(m,n)
pomos (X,Y)eZ = Y 2 ¢(X).

BEsta operagac estd bem definida e & compativel com a pro

. |
jegaoTF, isto &, temos

TR(T W X) = T (Th(W))x
Designemos por SF uma superficie regular de Jr(m,n) sa-
tisfazendo: Se ¢ & a aplica-gdo de definigdo : local de sT entdo 3
¢': J;(m,n)—-y R® tal que ¢ = 4)'1&:.
3% (myn)> 5T
LI

J5(myn) 0T T g
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Definicao 4.1 - Uma superficie regular SFz:Jr(m,n) § dita
uma "Superficie de(ﬁ; singularidades de ordem r" se for invariante

pela agao do grupo L;(m,n).

Para cada £ I V c R™—R" definamos
(<=

(£)7 + v—aG(m,n) por (£5)7 = O [(57 £%(2))]

Definicao 4.2 - Diremos que £ ¢ V oﬁ'—) N apresenta uma

R - singularidade do tipo s¥ no ponto p €V se (fz)r(P)GQSE.

Designemos por SF(f) = [EEE}r] N (SF)

§5 - Q?- singularidades de ordem 1

Lembremos aqui que, como j4 dissemos na introdugao, estamos
interessados nas GEL singularidades que nao coincidam com singulari

dade da fungao global. Neste sentido damos a definigao:

Definicao 5,1 - Por Si(m,n) denotamos o conjumto dos l-ja

tos XéJl(m,n) satisfazendo X & So(m,n) e TTFI(X) ESk(m-q,n)
Sao de fdcil verificagao:
5¢2 = Si(m,n) € superficie regular de Jl(m,n) de codimen-
sao igual & codimensao de Sk(m-q,n) =k (|m-q-n| + k).
Bie 3 == SF(m n) § invariante pela agio do grupo L-(m,n).
o k ] F ’

En face disto passamos a escrever

1
(8, (mym))

$E(2) - (@)

Utilizando capitulo I, 3.2 segue gue Si(f) € superficie

regular de codimensso k (|m-q-n| + k). Isto nos permite,para dados
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valores de (m,n),poder calcular quais G?— singularidades podem ser

eliminadas por pequenas deformagSes.

Ainda queremos frizar que do fato de ser a codimengao i-
gual k (|m-g-n|+ k) surge a possibilidade de ocorrer novos tipos de
singularidades o que nao poderia ocorrer no caso global, além de
que o comportamento da fungdo em folhas ¥izinhas fornece situagdes

goométricas interessantes.

Anslogamente 3 teoria da singularidade cldssicsa se pode
definir singularidades de ordem superior. Analisaremos alguns casos

especiais no capftulo III.

Utilizando as diversas definigoes elaboradas neste capitu
lo seria fdcil de estender estas nogdes ao caso das variedade e on-
de a variedade da fonte admite folheagdo. NSo elaboramos estes fa=

tos neste trabalho pois & desnecessdrio para os nossos objetivos.



18-

Capftulo III

Q- gingularidades das aplicagoes do R no _R_2

§1 - Introdugao:

Neste capfitulo iremos estudar as Q- singularidades das

2

aplicagoes f V‘%RB—? R°, f & C%que ndo coincidam com singulari-

dades da fungao global e cuja folheagdo (de classe C*°) & dada por
N A
Y: v=nr | Y (xy7,2) = z.

Descreveremos para este caso quais O?— singularidades ge
nérica podem ocorrer e daremos modelos e descricoes geométricas.,

Para os casos I e II estudaremos o problema da forma normal.

PARTE A

§2 ~ Definigdes:
. 3 2
Seja f @ VaC-bR —» R~ dadsa pox

£(xy7,2) =(u(x,y,z), v(x,y,z))

Denotemos pors

1) £% a restriglo de f & folha VY (x,7,2) = z; bemos portanto:

2

7 : Tt c BP R® dada por £2(x,y) = £(x,7,2).

'ux(x,y,z) uy(x,y,z)
2) J(£%) =

Vx(x,y,z) Vy(x’y’z)
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Definicao 2,1 ~ Diremos que (xo,yo,zo) € Véum ponto

@\- regular de f se

19 Nz z,) # 0

Definigao 2.2 - Diremos que (xo,yo,zo) €V & uma (K- sin

gularidade de f se
Zo
J(f =0
I ( )I(xo,yo)

Em outras palavras, um ponto (xo,yo,zo) é@-regular de
f se (xo,yo) € ponto regular da restrigao de f & folha que contém
(xo,yo,zo) e & uma K- singularidade de f se (xo,yo) € uma singula-

ridade da restrigcao de £ & folha que contém (xo,yo,zo).
Denotemos por P = (xo,yo,zo) e por p_ = (xo,yo).

Estamos interessados, € 6bvio, nas 62- singularidades ge
néricas. Neste sentido comecemos por observar que num ponto de C’Z -

Z
singularidaies se posto [_J(f °)(p >] = 0 ou seja se:
o
ux(Po) = uy(Po) = vx(Po) = vy(Po) =0

nao poderd ser@-siﬂgul’aridades genédrica uma vez que estas equa-~-
goes definem um conjunto de codimens@o 4 num espago de dimensao 3.
Como consequéncia da transversalidade segue que tal situagao & e-
limindvel. Entaoc se desejamos @— singularidade genérica devemos
supor posto [J(fzo)(po)] = 1 e assim o faremos daqui para fren-

te.

§3 - Invarianga da @ - singularidade

Nos pardgrafos que seguem as mudangas de coordenadas se
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~ oo
rso sempre de classe C &

Lema 3,1 = O fato de uma fungao apresentar ums R- sin-
gularidade é invariante por mudangas de coordenadas permissiveisma

fonte e por mudangas de coordenadas na meta.

Demonstragaos temos:

£ :7Vc R R?

ab
dada por
£(xy¥92) = (u(xy¥5,2), v(Xy¥92))
e suponhamos
(X173, )€ T
Sejams
a) L? s 19‘CR3A’ R3 I (’P(S’t’r) = (x(sytyr), y(s,ty7), z(r))
uma mudanga de coordenadas permissivel nas vizinhangas do ponto
(so,to,ro) com
x, = x(so,to,ro)

1 yo = Y(Soytoyro)

2y = z(ro)

.

b) Vi WCR? > R

N

: | VY (w,v) = (m(u,v), n(u,v)) uma mudenga de co-

ordenadas nas vizinhangas do ponto (uo,vo) com
u, = u(xo?yo,zo)
Vi o V(xovyovzo)

Consideremos a aplicagao composta

P £ Vo2
v—-> YV —W-—R

\___/_’/?
Y
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Grupo de Singularidades
ICMC - USP

dada por

(myn) = ( m'(s,t,r), n'(s,t,r) )
calculando os Jjacobianos temos

3 [(Yeze®)T| = 36 . 3(2%) L 3(F)
logo

+

(3.0) |3 [(feze?)™) L= L3 | & | 3™ . | 3]
Desta igusldade segue imediatamente:

(s 4t , ) & GR- singularidade de VYof¥d & (x ,y 42 ) & 62— sin
0’7’0’0 . a0 0’ o?%0/ =
gularidade de f.

CeQoeds

Corqlério 342 = 0 fato de um ponto ser GR- regulaxr de u

ma aplicagao f, € invariante por mudangas de coordenadas permissi-
vels na fonte e por mudangas de coordenadas na meta.

Imediato:

§4 - Forma normal para pontosgg-regglares

Teorema 4.1 - Seja f : V& R>—» R? | £ (x5 ¥, 2) =

= (u(x,5,2)y v(x,7,2))e (xo,yo,zo)<5 V um ponto - regular de f.
Entac podemos introduzir nas condigdes de 3.2 um sistema de coorde
nadas (x',y',z') nas vizinhangas de (xo,yo,zo) em termos das quais

f toma a forma:

u = x!
v =y
Demonstragao:

z
Como | J (£ °) | £ 0 basta efetuar a mudanga
(xo’yo)
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de coordenadas permissivel z' Vv

x' = u(x,y,z)

¥' = v(x,¥,2) ,,L
/1 e/ *«T"'
z! = g : Z' - yl _
e obtermos //éf y 0 u
u = xt y'
v = y' xl

quodo

t
Observacao:

4.2 - Como dissemos anteriormente, desejamos estudar as
X - singulatidades que nao estdao sobre singularidades da fungao
global. Nestas condigdes a locugdos: "(xd,yo,zo) & uma GZ- singula-
ridade de f" serd entendida daqui para frente como satisfazendo a

definigao 2.2 mais a hipdtese:

posto [ J(f)(Po)] =- 2,

§5 - Sistemas de goordenadas especiais

Temos

f: Vo R - R?

dada por

a

£(xy7,2) = (_'u(x,y,z), v(xy¥,2))= (uyv)

Suponhamos que P, = (xo,yo,zb)ti V seja uma O{- singularidade. En

tao como vimos no §2 devemos ter

posto [ J(fzo)(p°>i] =1,
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Sem perda de generalidade podemos supor que vy(Po) # 0. Pela conti
nuidade existe uma vizinhanga Vl do ponto P° na qual esta derivada
se conserva diferente de zero.

Efetuando em Vl a mudanga de coordenadas permissivel

x! = x
Jy' = v(x5,5,2)
z! =3

temos que nas novas coordenadas f se escreve

u=u' (x',y',z")

v=y!

Abandonando as linhas concluimos nas condigdes de 3.1
que f nas vizinhangas de um ponto de R - singularidade possui sis-
temas de coordenadas na fonte e na meta nas gquais se escreve da

forma

w = u(x,y,z)

v =Y

Definicao 5.1 = A um tal par de sistemas de coordenadas

denominaremos de "par especial" e & fungao escrita nestas condi-

goes de "forma especial!.

Observacoes:

5.2 - Neste par especial a definigao 2.2 toma a forma:

"Um ponto P & V & dito uma Q- singularidade de f se uic(Po) = O",

5¢3 - 0 fato de que o ponto P & V nao é ponto singular

da fungao global se exprime agora por uz(Po) £ 0.
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§6 - Classificacdo daség«- singularidades genéricas

Utilizando os resultados expostos no pardgrafo anterior
vamos classificar os pontos de 62- singularidade genérica pars uma
fungao que se apresenta sob a forma especial. No pardgrafo seguin-
te mostraremos a invarianga desta classificagao o que nos permite
estender a mesma para fungdes que nao se apresentam na forma espe-
cial. Mais adiante daremos ume interpenetracgéo geométrica desta

classificagao,
Para a classificag¢ao procedemos do seguinte modo:

12 passos

Temos ux(Po) = 0, Olhamos para uxx(Po)' Duas hipéteses

podem ser levantadas:

al) uxx(Po)= 0, Neste caso ocorrerd transversalidade pois a matriz

linha
s ey (By) ta(®y) )
possui caracter{stica 1.
Definig8o:641:~ Diremos que f apresenta uma K - singuls
ridade do tipc I nc ponto Poeé V se
u (P)) =0
uxx(Po)# 0
Consequéncia da transversalidade segue que o lugar dos

pontos onde ocorreCR.— singularidade do tipo I ¢é uma superficie re

gular (codim 1).

bl) uxx(Po) = 0, Nestas condigOes damos mais um passo.
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Temos ux(Po) = ukx(Po> = 0,
Olhamos para uxy(Po)’uxxx(Po)°
Duas hipéteses podem ocorrer:
a,) uxy(Po)°uxxx(Po) # O. Neste caso ocorrerd transversalidade

pois a matriz

uxx(Po) uxy(Po) uxz(Po)
uxxx(Po) uxxy(Po) uxxz(Po)

possul caracterfstica 2,

Definicao 6.2 ~ Diremos que f apresents uma(iL singula-

ridade do tipo II no ponto Poe'v se:

P ) = =
B(Py) = u(B) =0
uxy(Po) " uxxx(Po) £0

Novamente consequéncis da transversalidade segue que o

lugar dos pontos onde ocorre CZ- singularidade do tipo II € wuma

curva regular (codim 2).
b2) uxy(Po) . um(Po =0

Se tal ocorre, convém observar que nao podemos ter si-

multaneamente
uxy(Po) =u (Po) =0
vois que a codimensdo vai s 4 e pelos motivos expostos a OQ-

singularidade € elimindvel. Segue portanto que devemos ters
(uxy(Po) ) uxxx(Po)) )é (090)

Feita esta observagao damos mais um passo:
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32 passos
Temos duas diregdes a seguir:

1) Se ux(Po) = uxx(Po) = uxy(Po) = 0 para que ocorra transversali-

dade &€ necessdrio que a matriz abaixo

.uxx(Po) uxy(Po) uxz(Po)
uxxx(Po) uxxy(Po) uxxz(Po)
uxxy(Pd) uxyy(Po) uxyz(Po)

possua caracterfstica 3. Isto nos leva a:

DefinigEo 6.3 - Diremos que f apresenta uma CQ- singula

ridade do tipo III no ponto (xo,yo,zo) €V se:

[
ux(Po) = uxx(Po) = xy(Po) = 0
) uxxx(Po) uxxy(Po)
uXZ(Po) 5 £ 0
uxxy(Po) uxyy(Po)

\.
Outra vez consequéncis da transversalidade segue que a
GQ- singularidade do tipo III sé pode ocorrer em pontos isolados

(codim 3).

N2o podemos mais prosseguir nesta diregao visto que a

codimensao serd a partir daqui maicr ou igual a 4.

2) Se ux(Po) = uxx(Po) = uxxx(Po) = 0 para que ocorra transversali

dade € necessdrio que a matriz a seguir:
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uxx(Pb) uxy(Po) ‘uxz(Po)
uxxx(Po) uxxy(Po) uxxz(Po)
uxxxx(Po 1',‘x:n;;y(Po) uxxxz(Po) ¢

possua caracteristica 3..Isto ‘sugere a

DefiniQ§b~614~-:Diremos que f apresenta uma Ga- singula

ridade do tipo IV no ponto se PEV.

-~

w (By) = g (P) =u  (2) = 0

4 u(B) v (2))
ujcjc’xx(xo’yo’zd)' : £ 0

:39) (2,)

w u_ .
L XXy 0 XXz 0

Novamente da transversalidade segue que a CQ- singulari

dade do tipo IV sé pode ocorrer em pontos isolados (codim 3).

Finalmente nao podemos prosseguir em face da’codimenssdo

a partir daqui ser maior ou igual a 4.

§7 - Invarianca e definicdo,intrinseca.das QE-‘singglgridades do

tipo I, II, III e IV

Suponhamos que f =,Vg£Rm—%'Rn admita uma CR- singulari-
dade no ponto P,&V e que os:-'sistemas (x,y,2),: (u,v) constituem um

par especial para esta CQ-fsingularidade.

Definicao 7.1l - Chamaremos "par.adequado" para £ a um

par de mudangas de coordenadas (¥, ) onde:
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a) QP;79'1CR5—»192'CR3 | CP(XerZ) = (xy7y2) = (x(X,Y,2), y(X,¥,2),2(2))

€ uma mudanga de coordenadas permissivel nas  vizinhangas

do ponto (Xo’Yo'Zo) com

»
[}

0 X(Xo’Yo’Zo)

ﬁ g, = Y(XO9Y°’Z°)

N
1]

z(Zo)

b) ¢ s wc R ®% l d(u,v) = (U,V) = (U(u,v), V(u,v)) 6 uma mu

danga de coordenadas nas vizinhangas do ponto (uo,vo) com

=
I

)

U(uo,vo

<
i

o V(uo’vo)

e satisfazendo 3 seguinte condigao que também os sistemas (X,Y,Z)e

(U,V) comstituem um par especial ou seja f se exprime da forma

U

U(X,Y,%,)

V=X

Com isto podemos enunciar uma proposigao de bastante importénocia:

Proposicio 7e2 - "Os tipos I, II, III e IV de - singu

laridades sao invariantes por pares adequados".

No decorrer da demonstragao também mostraremos como se
apresentam os diversos tipos de<§l- singuleridades independetemen-

te de sua forma relativamente 3 pares especiais.

Lembramos agui que sempre supomos que f RB—» R2 nEo‘g

presenta singularidade no ponto em estudo.
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a) Invarianca do tipo I

3

£ & Ve RO —> R? apresenta no ponto (xo,yo,zo)ev uma Q-

Z
singularidade do tipo I se e somente se a restrigao £ ° apresen

ta um ponto de dobra em (xo,yo).

Isto nos d4 uma definigao intrinseca da a- singularids
de do tipo I e mostra a invarianga da caracterizagao do § 6 em te_i_‘

mos de um par adequado.

b) Invarianca do tipo II

£ VCR3~> R2 apresenta no ponto (xo,yo,zo)e V uma @-
Z
singularidade do tipo II se e somente se a rastrigao £° apresen

ta um ponto cuspidal em (xo,yo).

Novamente obtemos assim uma definigao intrinseca da @ -
singularidade do tipo II. Além disso obtemos também .a invarianga

da caracterizacao do § 6 em termos de um par adequado.

c) Invarianca do tipo IV

Se £ s VCR?—> R® apresenta no ponto (xo,yo,zo)ev ums,

z
@- singularidade do tipo IV entdo a restrigdo £ ° € hoa no ponto
(xo,yo) porém nao excelente e este ponto & isolado. Estas condi-

gOes sao assumidas transversalmente.

Viece-versa, se tivermos (xo,yo,zo)év uma Q - singulari

z

dade expressa em termos de um par especial na qual a restrigao f S
& boa em (xo,y ) sem ser excelente teremos ux(xo,yo,zo) =

o
= uxx(xo,yo,zo) = 0, uxy(xo’yo’zo) £0e uxxx(xo’yo’zo) = 0. Além

disso se estas condigOes sdo assumidas transversalmente resulta:
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uxy(xo’yo’zo) uxz(xo’yo’zo)
uxxxx(xo’yo’zo) * £0

U (K0T 02

XXy o) uxxz(xo’yo’zo)

ou seja o ponto (xo,yo,zo) é do tipo IV o que mostra a invarianga

e d4 uma definigio intrinseca da (- singularidade do tipo IV.

d) Invarianca do tipo III

Se £ : VCRS —»R? apresenta no ponto (xo,yo',zo)ev nme,
61- singularidade do tipo III entao a restrigao T 0 deixa de ser
boa no ponto (xo,yo) o qual & isolado e para z préximo de z, todas
as restrigles f” sdo excelentes. Estas condigdes -'sdo assumidas

transversalmente.

Vice~verss, se tivermos (xo,yo,zo)ev mna@ - singulari

z
dade expressa em termos de um par especial na qual a restrigao f 2
deixa de ser boa entao ux(xo,yo,zo) = uxx(xo,yo,zo)uuxy(xo,yo,z°)=

=0.
Se estas condigbes sao assumidas transversalmente resul
ta:

uxxx(xo’ye’zo) (xo’yo’zo)

T

uxz(xo’yo’zo) # 0

uxxy(xoyyoozo) quy(xo’yo’zo)

em qualquer sistema especial, Para finalizar a demonstraggo da in-
varianga precisamos mostrar que uxxx(xo’yo’zo) £ 0 6 independente

do particular par espeéial.
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De fato, sejam £ e (¥, §) como na definigdo 6.1. Demote
Z ,
mos por P! = (X ,Y 42 ), P} = (XO,YO), T = |T((Potfaf)?) e ta]I(£%)|.
Entao de (3.0) temos

13(0)| + |3(9%)]

T

é 6bvio que:

T=U, e t =1
Como j4 vimos T(pé) =0& t(po) =0
Calculando Txx e levando-se em comta que
1 = . =
T,(p!) =0 t.(p) =0
obtemos:
ZO\
1) = t e
Ty (PL) lJ(¢>|(uo'Vo) R I IONI G ¢ "I(Pc',)
mas

2
tXX(Po;) = uxxx(Po) [xX(Pé)] o+ 2 uXxy(Po> xX(Pé) yX(Pé) v

2
a2 [ ] mg () m (1) ¢ w (2,) gy (B)

Contudo de
(VY(P(')) =[vu(uo,vo) u (B,) + ¥ (u,v,) vy(poﬂ yy(P1) =1

LVX(P:)) =(Vu(uo,vo) uy(Po) + Vv(uo,va) vy(Po)] yx(Pé) =0

tiramos que yx(Pé) = 0 e disto segue que xx(Pé).yY(Pa) £ 0 entao

temos finalmente

Txx(Pé) = IJ(¢>|(uo,vo) i txx(po) [XX(Pé)] |3t )I(Pé)

Com isto finalizamos a demonstragio da invarianga.
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Esta invarianga relativamente 2 pares adequados permite
~nos definir asCl ~ singularidades do tipo III também no caso em que
as coordenadas nao sao especiais simplesmente dizendo que uma 62 -
singularidade € do tipo III se reduzida 3 forma especial satisfaz a

definigao 5.3.

OBSERVACOES

[«3 - Salvo mengao em contrério, a fungao em estudo es-
tard sempre nas vizinhangas de um ponto de 62- singularidade,na for

ma especial.

[¢4 - Sem perda de generalidade podemos supor que o pon
to Pp onde uma aplicagao f apresente uma GQ- singularidade seja ao
rigem (0,0,0) e que £(0,0,0) = (0,0) pois em caso contrério bastaria

efetuar o par adequado (J, ¢) com

~

x!' = x - x
0
v u! = u - uo
W= {5t =5 -5, e ¢ =
vl = v - v
' o
zt =z -z
.

Definigao 7.5 - Denominamos "dobra geral" de
f : VCRO—> R?
a0 lugar dos pontos em V onde

136 ] (g, ) = O

§8 - Forma normal pars pontos ie_g— singularidades do tipo I

Antes de passarmos & forma normal vamos descrever geome

tricamente um modelo para tais pontos.

8,1 - Seja £ ¢ VCR —» B2 | £(xy5752) = (u,v) com



lux(o,o,o) G

Lutmx(o,o,o) #0 it ) s iy S

De ux(x,y,z) = 2x segue que a dobra gerali &.o plano x =
0. Além disso observa-se que tal aplicagao dobra cada plano z = k

(constante) sobre o semi-espago uyz k.

4
A
V)
[ERTRTTR
XSO XX
(0]
X
Teorsma 8,2 - Seja f : VgiRE—a-Rz | £(xy5,2) = (w,v)

com 0 = (n,0,0)€E V um ponto 62- singular do tipo I. Entao podemos
introduzir nas condigoes de 6.2 sistemas de coordenadas (x*,7%,2%)
nas vizinhangas de (0,0,0) e (u*,v*) nas vizinhangas de (o0,0), em

termos das quais f toma a forma:

{u* = ﬁx*)z + z¥

v¥ = y*
Demonstragaos
Temos
v = u(x,y,2)
f
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satisfazendo
ux(o,o,o) =0
uxx(o,o,o) £ 0
equagoes do tipo I.
Efetuando o par adequado (¢, §) onde

u' = u - uy(o,o,o) v
P = identidade o @:

vt = v

obtemos abandonando ss linhasg

ux(O.Q,O) = ny(O.o,O) =0
uxx(o,o,o) #0
Desenvolvendo u por Mac=Laurin temos
w(x,y,2) = uz(o,o,o) z + ul(x,y,z) y oTd w7 2

mes uz(o,o,o) # 0 (ver observagao 2, §5) ent@o efetuando o par ade-

quado (Y, ¢) com

~&
11

Sy' = ¥y T i¢‘g;ideﬁﬁidade

N
-
[

uz(o,o,o)z + ul(o,o,z),,

teremos abandonando as linhas
u = ul(x,y,z) + 3z
vV=y

satisfazendo, além das equagdee de definigdo mais as condigdes:
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(00, (01010) = (1)), (0,0,0) = (ag) (oy0y0) = 0

<ul(°’°sz) = 0 YZ

(0,0,0) % 0

(ul)xx

Notar que esta Wltima mudanga de coordenadas foi efetua

da com a finalidade de obter qué u dependa lincarmente do parfmetro

Ze

Agora de

(ul)x(x,y,z) = 0
(8,),,(05050) £ 0

tiramos pelo teorema das fungoes implicitas (T.F.I.) numa vizinhan-
ga'ﬁ}da origem: x = Q(y,z) (equagao da dobra geral) satisfazendo
0 = Q(0,0) o () (a(yy2z), ¥52)=0 VY(y,z)€ V>

Vamos transformar agora a superficie x = Q(y,z) no pla-

ne x!' =0
) TZ'
x=Qlyz)
P =
e et - g = -
o A y i y
e
X
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Para tal efetuamos o par adequado (f, ¢) com

x =x' 4 Q(y’,t')
Q= {y =y ¢; identidade
z = gt
-
donde
n = ui(x',y',z') + 2t
v =y!

é tal que aldém das equagdes de definigao satisfaz

(ui)x' (x',y',z') = (ul)x (x' + Q(y'vz')q Y'vz')

disto segue
. }
(8)) 0 (0aytyzt) =0 V(yr,zn) eV
(¥ transformada d¢eY por V).

Novamente abandonando as linhas temoss

u ul(x,y,z) + 2

vV=y

para a qual valem
f
ul(o,o,z) =0

(ul)y(ososo) = (ul)z(o,o,o) =0

(ul)x(o,y,z) =0V (y,z) e &

(17),5(010,0) £ 0

Observemos agora que nossa aplicagﬁo leva cads reta
x =0
zZ =k

numa curva ' passando pelo ponto respective (u,v) = (k, 0)e



vi

. r
desejamos levar esta reta na reta u = k., Para tal vamos transformar
a curva ¥ na reta u = k.

Definamos a fungao A(y,z) por:

A(y,2) = uy(oyy,32)
entao
8,(0,0) = (3)),(0500) = 0

mas pela continuidade de Az(y,z) podemos afirmar que existe uma vi-

zinhanga\gi da origem onde

|4, (yy2)|<E< 1

e ai vale
1+ Az(y,z) #0

Efetuemos o par adequado (f, §) com

u=u' + A(vt,u')

]

QP; identidade ¢

It

v v!

(Observar que sendo 1 + Au,(v',u') # 0 para (u',v') numa convenien-

te vizinhanga da origem garante que § & boa).
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Vamos mostrar ques

f

a) u'(o,y,z) =2
W \((sz)e&

b) (at) (0,7,2) = 0

a) De fato seja:

G(yyzou!) = ut + A(y,u') - u(o,y,2)

portanto
Gu'(o,o,o) =1+ 4,(cy0) =1 #0

logo usando T.F.I. segue u' = u'(y,z) satisfazendo
6(ysz, @' (y,2)) = 0 ¥ (3,3)€
Por outro lado da definigao de u' temos

G(Yozou' (o’ysz) =0Q

e portanto u'(y,z) = u'(o,y,z) numa conveniente vizinhanga\?b da o-
rigem. Agora observando que também G(y,z,z) = O concluimos finalmen

te que u'(o,y,2z) = z numa vizinhanga ¥ da origen.

b) Por outro lado temos:

v (0,¥,2) = ui(o,y,2) (1 + 4 ,(v,2))
donde
wl(o,y,2) = 0 Y(y,z)e W
Finalmente obtivemos abandonando as linhas
u = ul(x,y,z) + z
vV=y
satisfazendo:

() a(0,302) = () (0703) =0 ¥ (z,2)e W



-39
que realiza a transformagao desejada.

Falta-nos portanto uma Wltima transformagao a saber,res
lizar a simetria, isto §, que o plano z = k seja dobrado :.de: : modo

que pontos simétricos em relagao i reta

{x =0
2 =k

sejam levados sobre o mesmo ponto.

x'
Para realizar tal transformagao lembremos que por [.1]
pdg. 392 (b) podemos escrever de ([b):
2
ul(X,y,Z) = x° B(x,yyz) com B(o,0,0) # 0
(visto que uxx(o,o,o) £ 0)e

Efetuando o par adequado (9, ¢) com

W
-
|

= x (B(xy7,2)) 1/2

y 9

2

=
i
e
*
1}

u* = u
vk = v

5]
*
]



teremos finalmente:

u¥ = (x*)2 + z¥

S
Lo

]
<
*



Estudo da Q- singularidade do tipo II

§9 - Consideracdes gerais

9.1 - Vamos primeiramente descorever um modelo para pontos do

tipo II.

Seja £ : V< RO—> R® | £(z,7,2) = (u,v)
com

W=y - % + 3z

v =y

Entao o ponto (0,0,0) & do tipo II pois

ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) =0

X(O, 040 ié 0

uxy(o,o,o). LY

De u =y - 3 x2 segue que a dobra geral é a superficie cilindrica
parabblica y = 3 37, Aldn disso de ux(x,y,z) = uxx(x,y,z) = 0 tirs
mos Xx =y = 0 ou seja o lugar onde f apresenta pontos do tipo II &

o eixo dos z. E 6bvio que %tais pontos sao cuspidais para as restri

goes i:. WV

R R

1 VVVYYY
X T

-
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0 eixo z § levado por f sobre o eixo u e a imagem por f

2
dae dobrs geral que tem por eguagao (u - z)2 = 33 v serd uma famf-
lia de cuspides cujos pontos de evspide ocorrem nos pontos (z40) =

= (u,v). Observemos tambédm que as tangentes nos pontos de cuspide

sao perpendiculares ao eixo u.

9.2 - No que segue iremos ver até que ponto o caso geral se
assemelha ao modelo apresentado. Verificaremos que geometricamente
a situagdo § sempre a mesma, Mostraremos que & menos de um Unico
passo que nao logramos resolver no caso geral, a forma normal da
GR- singularidade do tipo II deve ser o modelo exposto. Diversos
casos onde a reduggo & possivel serao exibidos e no caso em que a
fungao u de partida & analftica indicamos uma técnica de como ob-

ter as transformagdes necessédrias,

§10 - Primeiras transformacdes

Temos
u = u(x,y,2)
f=
v=y
satisfazendo
ux(o,o,o) - uxx(o,o,o) =0

uxy(o,o,o) g uxxx(o,o,o) £ 0
equagoes de definigdo do tipo II.

Efetuando o par adequado (¥, ¢) com

ut =u - u_(0,0,0) v
@ = identidade ¢ J

v = v



obtemos abandonando as linhas

ux(o,o,o) uy(o,o,o) = uxx(o,o,o) =0

4

uxy(o,o,o) uxxx(o,o,o) £ 0

Desenvolvendo u por Mac=Laurin temos

u(x,y,2) = uz(o,o,o) z + ul(x,y,z) y ord uy 3 2 mas
uz(o,o,o) # 0 (ver observagao 2, §5) portanto efetuando o par ade-

quado (?, ¢) com

x!' = x

G
1}

yt =¥ ¢ = identidade

zt

uz(o,o,o) z + ul(é’o’z)

=

obtemos abandonando as linhas

e
I

= ul(x!yQZ) + z

v

y

satisfazendo além das equagoes de definigao mais (ul)z (0,042) =
= ul(o,o,z) = 0, Mais uma vez obtemos que u dependa linearmente do

parimetro z.

§11 - Retificacgao da curva dos pontos QE_CR- singularidades de ti-

o Il e de-sua-imagem
De

ux(x,y,Z) =0

uxy(o,o,o) £ 0

pelo Te Fe I. podemos tirar,numa vizinhanga'éﬁ da origem,y =0(x,z)

(equagao da dobra geral com O = ©(0,0) e ux(x,o(x,z),z)so ey;z)63§



Além disso temos também

-~

u_ (0,040)
0 (0y0) im = A e
}:y. : Bedd )
1 (11.1)
uxxx(o,o,o)
Gxx(o,o) =T uxy(o,o,dj_ 0

De
uxx(K’F,5> = 0
uxxx(o,o,o) £0

pelo T. F, I, podemos tirar x = VI(y,z) nums vizinhanga'uz da ori-

gen com 0 = V](o,o) e uxx( Y\(y,z), T z) =0V (yy2)€ 'ﬁE. Se jam

0

y - 9(x,z)

X -Yl(y,z>

Fl(x,y,z)

0

FZ(KQYvZ)

Observemos que tais superficie regulares se cortam transversalmen-

te numa vizinhanga da origem pois que

(041,%)

VE = (B (0500) 4 (7)),(040,0) 5 (7)), (050,0))

‘7F2 = ((Fz)x(°s°9°) ’ (FZ)y(O’O’o) ’ (FQ)Z(O,O,O)) (1,%y%)

sao linearmente independentes. Disto segue que tal intersecgao é u
ma eurva regular r s lugar dos pontos de CR- singularidade do tipo

II. Do fato de
(Fl)x(°’°’°> (Fl)y(ovoyo)

£0

(Fz)i(°9°9°) (Fz)y(ovoyo)

segue gque podemos parametrizar &4 en termos de z obter as equagoes:



X = kl(Z)
V=1
Ly = kz(z)
gsatisfazendos
r
kl(o) = k2(o) =0

1o (& (2)y ky(2),2)a_ (k,(z), k,(2), 2) =0

uy (k) (2)y ky(2)y 2) o v (ky(2), ky(2), 2) 40O

-

(observar que a intersegao desta curva com um plano z = constante

nos d4 um ponto cuspidal da restrigao).
Além disso temos gque sobre J' valem

f

. u_ (k (2)y k,(2), z)
IO v GO AoRD L

{ (11.2)

w o (K (2)y ky(z), 2)

Loxx (kl(Z), 2 =\; ﬁky (k1(¢)9 kz(z)s z) 3P0

As expressoes acima serdo de grande utilizade.. nos pa-

ragrdfos que segnem.

Daremos agora um par adequado para o qual a curva X‘se-

r4 o0 novo eixo dos z e sua imagem o novo eixo dos u.
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£(6)

Com esta finalidade notemos que a imagem de'm por f 6

dada parametricamente por:
u=u (kl(z), kz(z), z) 4 3z

£(f) = {

v = kz(z)

Como uz(o,o,o) = 1 segue que podemos tirar nas vizinhan
gas da origem e sobre £(}f), z = ¥ (ﬁ) donde v = k2(§ A-'(‘u)*)" = h(u)

é a equagdo de f(I) no plano u,v.

Efetuando entfo o par adequado (¥, ¢)

x! = x - ki(z) ut = u |
Pz {5yt =y - k2[§ (u(:,’.y.s))} ¢ = v = v = h(u)
z! =z

N

obtemos

ut = ui(x',y',zﬁ) + 2t

v' =y'
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que além das equagoes de definigao do tipo II satisfaz:
ulx'(o,o,z') = u'x,x,(o,o,z') =0

u'x,y,(o,o,z') 5 u'x'x,x|(o,o,z') £O
ou seja a curva dos pontos de tipo II passa a ser o eixo z' e sua

imagem o eixo u'.

§12 - Anulamemto gg.2§(o,o,z') - Normalizagao do sistema de tangen

tes cuspidais

Seja agora g(z') = u&,(o,o,z') e efetuemos o par adequa

do (¥ ¢) com

ut - g(ut).v!

d
i

¥ = identidade o=

v = v!

levando-se em conta que 1 - gu'(u').v'7 0 para (u',v') préximo da

origem (pois ¢ ¢é mudanga de coordenadas) temos:
u;'(xl,yl’zl) = u§'(xl’yl’zi) - g(ul(xl,yi’zl) -
gy (ut (xt,y1y27) Jus(xt ¥ty 2 )y
donde
u;'(o,o,z') =0
com isto obtemos abandonando as linhas

fu
I

satisfazendo

ul(x,y,z) + 2z

y

5 ux¢(o,o,z) = uy(o,o?z) = uxx(o,o,z) =0

I uxﬂy@(o,o,z).uxxx(o,o,z) £ 0
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Veremos mais adjiante que com isto obtivemos que as tan-

gentes cuspidais na imagem sao todas paralelas ao novo eixo dos v.

§13 - Adaptacdo da dobra geral

Desejamos no momento transformar a superffcie da dobra

geral no cilindro parabélice y! = 3(x')2,

N

42

\
|

A\ f

Para tal analisemos mais detalhadamente a superffecie da

dobra geral. Sua equagdo y = O(x,z) - tirada :das condigdes

ux(x’i)"o Z) =0

uxy(o,o,o) £0

satisfaz nestas novas coordenadas (lembrar as expressdes 1l.1 e

11,2) a



PO(o,z) =0
u__(0,0,2)
{o_(o0,z) = - XX =0
x uxyio,o,zs
u___(o,03)
_gxx(o’z) 5 u:;x 0,02 0

ent8o de [1] pdg. 392 (b) segue gue:

2
¥y =3 x" D(x,2)
com

D(o,0) ;é 0/-

isto sugere efetuar o par adequado (P, §) com

x (£ 2(xyy,2)] /2

x! =
+ — .
Poiyr =2y = identidade
AN

(usando o sinal de acordo com o de D(0,0,0).
Nas novas coordenadas temos que a equagao da dobra ge-

ral fica escrita como y'!' = 3(x')2.

Abandonando as linhas obtemos:

<
1

= ul(xvy,z) + 2

-}
It

y

com

ux(o,o,z) = uy(o,o,z) = uxx(o,oz) =0
2

uxy(o,o,z) o uxxx(o,o,z) £ 0.

=
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§14 - Determinacdo da expressfo dq Resto

Desde que (ul)x(x, 3 x?, z) = 0 podemos esorever

(), (=313) = (v = 3 2°) B (x,5,2)

com E(0,040) £ 0 visto (ﬁl)xy(o,o,o) # 0. Seja k = E(0,0,0) # 0
entao (ti)x(x;y,z) =(y -3 xz)ﬂk + E'(x,y,z)] com ord E'% 1 ou se
ja

(9y), (%,732) = k(y = 3 2°) +.(y - 3 x°) Bt (x,7,2)
1/x
donde tiramos

W) (%5,752) = k (xy = x°) + R (x,7,32)

com

i
o

2
(Rl)x(x’ 3x, z)
entao £ se escreve

u = k(xy - 23) + Rl(x,y;z) + 3

v =y

efetuando o par adequado (¢, ¢) com

~

x' = x

yt =y $ =

-
Uy’

Z 4
lz' =—k_' + Rl(Oge,z)
obtemos abandonando as linhas

3 ¢ R(%y¥y2) + %

=Xy -X
v ay

satisfazendo:
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ux(o,o,z) = uy(o,o,z) = uxx(o,o,z) =0

4ux(x, 3 x2, z) =0

Luxy(o,oz) A uxxx(o,oz) # 0
mais as condigoes sobre o resto
R(o,0,2) = Rz(o,oz) = Ry(o,o,z) =0

Rx(x, 3 x2, z) = 0,

Antes de prosseguir convém aqui frizar que a dificulda-
de encontrada para levar o caso geral neste ponto & forma normal &

que em geral R(x, 3 x2, z) £ 0.
Seja:

M(x,z) = R(x, 3 x2s z)

entao:
M_(x,2) = R (x, 3 x°, ) + R(x , 3 x°, z) « 6x
X 9 pe 4 H 4 y- 9 9 b O
Portanto:
M(o,2) =0
Mx(o,Z)"—"o

ou seja podemos escrever
2
M(x,2) = x° N(x,2)

Sejam S' e T!' as partes : par e Impar de N relativamen-

te a x, isto §,

$1(xy2) = == | N(x,2) + N(-x,32)]
T’(x,z) = —%— [ N(x,2z) - N(-x,z)]

De (2] tiramos que
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51(xy2) = x° 8, (x°, 2)
T1(x,2) = x Tl(xzr z)
donde;

2 . 2 '
= Sl(x y Z2) + X Tl(x y Z) = x2 Sl(xz, %) +

R(xy 3 x°) 3) = x
ou sela reescrevendo convenientemente

R(x, 3 xz; z) =3 x° s(3 x2, z) + 2 x> T (3 x2, z)
Definamos agora

A(ysz) = ¥ S(¥y,2)

B(Ysz) = T(ysz)
e consideremos

R!(x,752) = R(%,792) = A(yy2) = (x7 - x°) B(yy3)

segue imediataments
' 2
R (x, 3 x°, 2) =0

2

Seja P(x,z) = R'(x, 3 x2, z) . P(x,2) = 0 o que implica

P (xy2) = 0
Pz(x,z) =0
mas
P (x z) = R1(x%, 3 x2 z) + Ri(x, 3 x? z) o« 6x = 0
2 9 X H ? yr’ ? L4
donde:

R&(x, 3 xz, z) =0



Agora do fato de

R'(x, 3 x2, z) =

1
o

L}
o

RY(n, 3 x°, )
segue de [17] pdg. 393 (h) que
2.2
R'(X’Y9z) = (y -3x ) C(x,y,z)
ou seja obtemos para o resto a forma

R(x,7,2) = A(y,2) + (xy - x°) B(y,2) + (¥ = 5 x2)° C (x,7,2).

§15 - Simplificac8o do resto

Temos chegado & expressios

2.2
= (- 2) [1+8@,2)] + 4Gaz) + (7 - 3522 Clxy7y2) + 2
v =y
o 2,2
Vamos agora eliminar a parcela (y - 3 x°)° ¢(x,y,z) do
resto, observando que esta parcela & a parte que sobre a dobra ge-

ral se anula e que portanto ndo perturba a sua imagem por f. Utili

zamos aqui uma transformagao similar 3 usada por Whitney em'[1].

Definamos através do T. F. I. uma fungao L = L(x,¥y,z)

nas vizinhangas da origem satisfazendo

{1 - 3x L(x,¥,z) - (375{‘?) [L(x.y,?)] 2} L(x,¥y2) = %ﬁ%

Para tal seja:

AT {l ~3xL-(y -3 xz) Lz} bz g +xBEYfzi

observando que

L

Flo,0,0,L =0 : B
( 9090y o) onde I = C(o0,0,0 T
o 1 + B(o,o0

FL(o,o,o,Lo) 7O



segue a existéncia de L(x,y,z) satisfazendo a condigao exigida, Is-

to nos sugere o par adequado (?, ¢) com

(x' =x + (y - 3 !2) L(xy¥y2)

y' =y ¢ = identidade

-S
i

z! = g

l

Calculando

(xtyr =) [2 + 3Grta)] + aGtet) = { [ +@=322)(x7,2)]y -
[x +(3-3")1(xs7s2) ] 3} [148(rs2)] + A(ys2) = {2y = =7 +

(v-3x%)2 [ 1-3x L(x,7,2)-(7-3x%) [L(xs702)] ZJL<x,y,z>}[1+B(y.z>] +
A(yy2) = (xy=x0) [14B(5y2)] + a(y,2) + (7-32°)% C(x,7,2)

ou seja nas novas coordenadas f se escreve

‘u! = [x'y'-(x')BJ [1 + B(y',z')} + A(yt,z' + 2!
! =y'
abandonando as linhas e relembrando as condigdes a que stisfaz vem:

u = :xy - xal [1 + B(y,z)] + A(yy2) + 2

vV =¥

i ui(o,o;z) = uy(o,o,z) = uxx(o,o,z) =0

ux(x, 3x2, z) =0

-

uxy(o,o,z).uxxx(o,o,z) £ O

.

Se as fungdes A e B forem nulas chegamos & forma normal

proposta,
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§16 - Condic@o necessdria e sufigiente para eliminacdo do resto

Vamos agora observar que as tangentes cuspidais na imagem

sao perpendiculares ao eixo v = O. De fato mostremos que tal aconte

ce em cada nivel z = Z e A equagEo paranétrica em termos de x - da
cispide é
§ = u(x, 57,5, = 2x3[1+B(3x2,z°)} + A(3x%,5 ) + 1
v=3 x>
ou seja
a - z, = 2x” [1 + B(}xz,z)] + A(}xz,z)
v = sz

NOTA: daqui para frente o ~ sobre u ou v significa o wvalor destas

fungoes sobre a dobra geral.

Calculando os limites vem:

o~ ~

s v . v
Un go =@ Mnga, -
X'—)O+ o X—0 o

(lembrando que A(y,z) =y S(¥yy2) e que uy(o,o,z) =0 podemos em
A(y,z) por um y2 er evidéncia donde a ordem infinitesimal de

2, z) § maior que 3), 0 que mostra ser a tangente perpendicu-

A(3 x
lar ao eixo v = O,
Gostariamos agora levar nossa famflia de oudspides na fami

lia de cudspides simétricas do modelo exposto.

Para tal precisarfamos obter um par (4§, ¢) adequado satis

fazendo:

a) A imagem dos pontos do tipo II permanega como o0 eixo v! =0 (is-

to &, que 0 eixo v = 0 seja levado no eixo v!' = 0),
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b) As tangentes na imagem dos pontos cuspidais se mantenham perpen-

diculares ao eixo v' = 0.

2
c) Sobre a dobra geral verifique a relagdo (u' - z')2 =-33 (v')3 0
que significa que a famflia de cispides estaria na posigdo dese-

jadan

LY V'

u

Vamos analisar que forma deverd ter este - . par adequado
(Y, ¢). Primeiramente seje ¢1(u,v) = (u'yv') = (g(u,v), h(u,v)) e

bara ser mudanga de coordenadas nas vizinhangas da origem devemos

ter:
g,(0,0) g,(0,0)
£0
hu(u,v) hv(o,o)
Impondo que v = O seja levado em v! = 0 segue h(u,0) =
= 0Vu ou seja v! = n(u,v) =v & (uyv).
Calculando:
hu(u,v) =v ﬁu(u,v)
hv(u,v) = B(u,v) + v ﬁv(u,v)

na origem teremos

hu(o,o)

fl
(@

hv(o,o) f(o,0)
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donde k, = B(o,0) £ 0 e portanto podemos escrever

vt = v (k2 + Ho(u,v))
com

Ho(o,o) =0

Do fato de ser hu(o,o) = 0 segue Qque gu(o,o) # 0 donde de

senvolvendo u'! por Mac-Laurin vem

u' = g(o,0) + gu(o,o) u + gv(o,@) v + Gl(u,v)

com ord G, 72,

1
Mas g(0,0) = O e impondo que as tangentes na imagem dos
pontos cuspidais sejam levadas em perpendiculares ao eixo v'! = O,se
gue que devemos impor gv(u,o) = 0 ou seja quec u! = kju + Gl(u,v) on

de k, = g (0,0) # 0.
Com isto obtemos que a transformagao ¢1 terd a forma:

u! = kou + Gl(u,v)

<

= v[(k2 + Ho(u,v))]

ou equivalente se efetuarmos o par adequado (HZ ¢2) com

%
]
g

n

identidade %, =

Y

E
]
ol o

terd a forma

u' = u + G(u,v)

v"

v[(l + Hl(u,v))]

Observemos agora que a existéncia de uma Hl(u,v) nas con-

digbes do nosso problems implica na existéncia de uma H(u,v) dife-
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rencidvel (€ satisfazendo a condigao

[1 + Hl(u,v)]3 = [1 + H(u,V)}z

para a qual a transformagdo § = ¢20¢1 passa a ger escrita como:

©)

u" = u + G(u,v)

v = v [i + H(u,v)‘]z/3

que serd a transformaggo desejada na meta.
Reciprocamente se existe a transformagdo § acima nas con-

digoes impostas segue a existéneia de uma Hl(u,v) diferencidvel (C%)

satisfazendo

2 - : 3
[i + H(u,v)] - l} + Hl(u,v)]
Para a qual a transformagdo { fica escrita como .

Por razoes de simplificacgao de cdlculos iremos preferir
trabalhar na forma(::L a qual escrevemos daqul pars frente abando-

nando uma das linhas de u e V.

No inicio do estudo da singularidade do tipo II fizemos
‘transformagdes de coordenadas de modo que os pontos do tipo II (que
sao da forma (0,0,2))fossem levados linearmente sobre o eixo dos u

(v = 0) e isto se traduziu pela equagdo u(0,0,2) = 2z,

Agora se existir ums transformagao ¢ de coordenadas que
resolve nosso problema nao est{ dito que u'(0,0,2z) = 2+G(u(0,0,2),0)=
= 2z + G(z,0) seja igual a z pois podemos ter @(z,0) # 0. Entao .se
desejamos que a propriedade acima ainds se conserve devemos efetuar

o par adequado (?, ¢) com



(‘ID-:- y' =¥ ¢ =¢2°¢1
z' = z + G(z,0)

e entao teremos u'(0,0,2') = z + G(2,0) = z! mantendo a citada pro-

priedade,

Proposigao 16.1 - Uma condigdo necessdria e suficiente ra

ra que exista a transformagao ¢ nas condigoes impostas, isto 4, ¢
dada por (C )é tal que sobre a dobra geral se verifique

s ! 2 Eil =033
(ut - z) =33(V)

é que existam G(u,v) e H(u,v) satisfazendo

6(H, ¥) - 6(2,0) = - &(F, 2) + 2°[(8(E, ¥) £ B(F, =) ]

Demonstracsos

Condigao necesséria:

Temos:

"u = (xy - x5)(1 + B(¥e2)) + A(yy2) + 2

Vv =3

logo

u(x,752) = 2z = A(y,2) = (x5 - 2°)(1 + B(y,2))
a qual sobre a dobra geral se escreve

3 -z - A(3x%, z) = 22°(1 + B(3x, z))
ou equivalentemente

(-2 - A(:;,z)]z =§—§ #3 [1 B(*Ti',z)]z

Multiplicando membro a membro esta igualdade por
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[1 + m(3, 2’
(1 + B(%, z)]2

obtemos
14H(8,¥ Lz 2% .3 2 22..3

| [Gez-a(5,2)] REEIAL 2 y3 [.m3,5)] 2 - 261)

Lt 3 1+B(V,z) | 3 L J 33

entao

~ . . 1+H(u,v ~ ~ H(u,v)=B(V,2z

qrt-z! = [u-z-A(v,z)] T3] - [u-z-A(v,z)J [1+ ._(T-Il-i%';é-)‘.—l]

logo

B1ozt = G-240(5,7)-0(2,0) = G-z-4(F z)+[a-z-A(6-z) E(0,7)°B(Vez)
b 2 ' d 1+B(v,z

- -a(%,2) + BDBC) (53 (18(%,2))] = -a(3,2) +

+ 2%° [H(ﬁ,w’?) - 3(%,32) |

Isto conclui a condigfo necessédria.

Condicao suficiente:

Suponhamos que existam G(u,v) e H(u,v) tais que sobre a

dobra geral y = 3x° satisfaz a condigao
6(3,%) - G(zy0) = -A(¥,2) + 2x° [H(E,7)-B(¥,2) ]
’ ? R ? H 4

entao fazendo

u' = u + G(u,v)
v! = v[l + H(u,v)]Z/3
e também
(xt = x
Yyt =y
| 2! =z + G(z,0)
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segue que

~ 2 22 ~ . \3
( ) 33 (v

De fato:

w -z =1

+

¢(u,¥) - z - G(zy0) =

-2+ {-A(s,z) + 2x’ [E(§,¥) - 3(e,zj}=
A (o) 2 [H ST B'V?ZG z ]'[; B B(G;z)]
ox7 [1+B(6,z)] + 2%0 %f%%%ﬁ%% - %1[1 + 3($,Z)J

2x’ [148(5,%)

Portanto:

2
@@ - 2)? = & (51)° cea.d.
3

§17 - Ultimas transformacdes

Supondo a existéncia das fungdes G(u,v) e H(u,v) de modo

que a transformagao

u' = u + G(u,v)

2/3

vt

v I:l + H(u,v)]

satisfaga 4s condigoes a), b) e ¢) do § anterior segue que efetuan-

do o par adequado (¥, ) com

- /3

x!

x{-l+HKu(x,y,z),yj}l

u! = u + G(u,v)

i
)

_ 112/3
Yz 5 =7 { 1+Hku(x,y.2),y)_[} 9 2/3

vt = v (1+H(u,v)




ab2a«

obtemos

ul

ui(x"Y'vz') + z!
v! = y"
com

u'ii(o,o,zo = u'y'(0,0,z') =-ut (0y0y2') = 0

xix'

ut y'(o,o,z'). u? ,(040,2%) £ O

x! xixix

Observemos ainda que o eixo z foi levado sobre o eixo 2!
e que a dobra geral y = 3x2 foi levada sobre y' = 3(x')2.

Usando raciocinio idéntico ao do §14 temos

1

wt o (xhyty2t) = (vr - 3x7) W(x',y',zt)
com

W(oy0,0) #£ 0
e portanto podemos escrever

'ul = xly' - x|3 + R(x',y',z') + gt

vt = yl
com

R'_,(x', BX'?, z') = 0

<!
Mas

dr o= 2x00 & RY(x*, 3x'2, z') + z!

Considerando a expressaoc
i - 2xt? - gt 2§ -2 G6(E,F) - 6(z0) - 26 [1 4 B(E,%) |
da proposigao 16.1 temos:

2x” H(#,v) = ¢(1,¥v) - &(z,0) + R(x, 3x", 2)

logo



-63-
ol e 1 3 2 DT
T - 2xt? - gt = 2x7 + R(x, 3x°, z) + z+G(¥,¥)-2-C(z,y0) -
{2;:3 + R(x, 3x2, z) + G(a,v) - G(z,o)}= 0
donde segue
2
Rt (x', 3x'°, z')= 0

2! z!) =0

e disto como j& vimos decorre R'yl(x', 3x!
Outra vez usando [1] pég. 392 temos
. 2,2
R' (x', 3%, z') = (y' - 3x! ) Ci(x,y,z)

abandonando as liahas obtemos

3 2.2
Xy - X7 + (y - 3x ) Cl(x,y,z)

=
i

v

J

Usando outra vez o raciocfnio do §15 8é que neste caso A =B = 0 te

remos finalmente levado & forma normal

(o
|

Xy - x3 + 7

J

§18 - Condigeo suficiente para eliminaciao do reste

Proposiggo 18,1 - Uma condigao suficiente para gque exista
& transformagds { nas condigOes da proposigao 16,1 § que exista uma

aplicacdo A =\ (u,v,z) diferencidvel com A(oy0,0) = 0 e tal ques
1) B(vyz) + A(u,7,2)(1+B(vyz)) = B(n,yv,2)
2) Avyvyz)(u - 2 - A(v,2)) = A(v,z) = G(w,7v,2)

independam de z.



Demonstracao:

Com efeito, fagamos ¢ como sendo a transformagao

fur

)

(v

u + G(u,v)

\£2/3
]

v (1 + H(u,v)

Por outro lado lembremos que

gu
I

u -z - A(y,2) = (xy - x)(1 + B(y,2))

(xy = x2)(1 + B(ys2)) + A(yy2) + z

y

donde

multiplicando membro s membro por 1 + A(u,v,«) temoss

(2 +M(wv,2))(u = 2 = A(yy2)) = (xy - x°)(14B(y,2) ) (1+ A(,v,2))
em particular sobre a dobra geral obtemos
i -2+ 6(5,%) =22 (1+8(EF)

ou seja

(3 - z + 6@F, ¥))° = 22 3 (1 + 5(§, ¥))°
5

portanto

2
(ut - 2)? = & (v1)?
3

N

CeGede

Proposigao 18.2 - Uma condigao necessdria e suficiente pa
ra que exista A= A(u,v,z) nas condigdes da proposigdo 18.1 & que
A(y,z) e B(y,z) satisfagam & equagao diferencial:

[a(r,2)]{ [148(r,2)] 4, (722) + [u-s-0(3,2)] B, (3,2}

2 Bz(y,Z) = L“'Z’A(Y’Z)J Bz(y,z) + L1+AZ(Y9Z)]L1+B(Ysz)J




Demonstragacs

Por simplicidade denotaremos por

?\= *(uyvyz) 5 A = A(vy2) 4 B = B(vy2z) , G = G(uyvyz)

= H(U.,V, Z)

Se A satisfaz as condigbes da proposigéo 18.1 segue deri-

vando ¢ e H relativamente a z que:

@

}\z(u-z-A) “A(L +4.) -4

o
B

fl

o

]

B”(l+7\)+(1+B)F/\

de @ obtemes
(1. + N) B
N o i Z

i -

% i+ B

substituindo em @ van

(i + B) A+ (u-z-4) B,

@ NSt (u-wu—A)B +(1+A )(1 +13)~

ou seja

1l + B

@ 1+;\=sz-A) B, + (1 +4) (1 +B)

que substituida em @ nog dd4

B

@ }\z = 7 (u~z-A) B, + (?'._+ Aﬂ) (1 + B)

Por outro lado derivando @ temos

@ 4 ((u-z-4) B_ + (1+Az)(1+B))2
comparando @ e @ temos

(1+B)((1+B) 4 _, + (u-z=4) Bzz)
& e (u=z=4) B, + (1+Az)(1+B)

(u-z-4)B2 + (1+4_)(14B)B, - (148) &_, -(14B)(u-z-4) B,
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que é a equagao diferencial de compatibilidade a que devem satisfa-

zer as fungoes A(v,z) e B(v,2).

Inversamente, sejam A e B duas fungoes satisfazendo a e-

quagEo diferencial. Definamos a aplicagao 1por:

1 B
A =(1.x-z-A)J3Z+?1+Az) (1+ﬂ'1

Sejam:

E (u,vyz) = B + A(1 + B)

¢ (u,vy2) = A(u-z=~4) - A

Vamos mostrar que H e G nio dependem de z. De fato, rees-

crevendo temos:

T - (1 + B)? -1
= (u~z-A) B, + (1 + Az) (1 + B)
e
- {(u-z-4) (1 + B)
G = (u~z=4) B, + (1 + Az) (1 +3B) ~ (u-z)
Por simplicidade denotemos por N a expressao:
N = (u-z=4) B, + (1 + Az) (1 + B)
Calculando agora as derivadas de H e G relativamente a z
cbtemos:
2B (L+B)N-(1+8)2 ((1 +3B)A_+ (u-z-4) B )
T = Z . ZZ Z2
Z

N

Reescrevendo a egquagao diferencial temos:
(L+3B) ((1 +B) 4, + (u-z-4) Bzz) =23, N

que levada na expressao de Ez nos 44



~67-

Analogamente temos:

N((u-z-4) B, -(1+Az)(1+B)) - (u-z-A)(1+B)((u-z-A)Bzz+(l+B)Azz)
Gz = N2 — +1

levando em conta a equagao diferencial temos:

(u-z=-4) B, N - 1+ Az)(l + B) ¥ - 2(u~z=-4) B, N
Gz = N2 +1

donde

(>
f
o

CeQede

OBSERVAQKO: Como aplicagao deste processo tiramos por exemplo que:
Se A e B sdo da forma: B = Bl(y) e A = Ao(y)+-z.Al(y)
eles satisfazem A equagao diferencial e portanto pode-

mos elimind-los através da aplicagao A aoima descrita.

§19 - Estudo das transformagdes quando a aplicacao u ¢ analitica

Desejamos mostrar agul que se de partida a aplicagao n
for suposta analftica entao podemos determinar passo a passo 0s cog

ficientes do desenvolvimento de Mac-Laurin das aplicagdes G(u,v) e

Sejam tais desenvolvimentos escritos comos
G(u,v) =G__ + G v+ G u+ G v2 4G vu+G w? +
! 00 1,0 0,1 2,0 1,1 0,2
b 2 3 4
+ G5’° v7 o+ Gz,l v-u + G1,2 vu o+ (}0’3 v’ o+ G4,o V' 4+ seot
+ G vi uj + oae



H(u,v)

1
[ +]
+
jas]
<
+
a5}
=
+
2]
o
+
fa¢]
<4
=g
+
=]
[+
4

A razao pela qual usamos nos coeficientes o primeiro Indi
ce relacionado com v e 0 segundo com u € que sobre a dobra v €& do

segundo grau e u inicia com o terceiro grau de x.

De acordo com a proposigac 16,1 devemos ter:
6(8,%) - 6(z,0) = 2 x> (8(EF) - B(¥,2)) - A(F,2)

Num desenvolvimento qualquer em termos de x e z vamos dar

aos termos xg.z§ o peso of + BF .
Olhando agora paras
=2x (1+B(3x% 2)) +4(3 x°, 2) + 2

e lembrando que em A(y,z) podfamos por um y2 em evidéncia (ver pédg.
) segue que os Unicos termos gque possuem peso 3 sao x> e z os de-
mais terao peso superior a 3., Ent3o uma poténcis de @, isto &, U°

se decompoes

= (2 2+ 2)* + P(x,z)

onde a primeira parcela contém todos os termos de peso 3n e em
P(x,z) estao todos os demais termos todos com peso superior a 3n.

Por outro lado o dnico termo'de ¥ tem peso 2m.

Fazendo agora a hipdétese suplementar que G(u,o) = 0 ou sg

ja G0 o 0 Y p podemos obter sucessivamente as restantes incégnitas
?

pelo método dos coeficientes a determinar.



Lema 19.1 - O termo = zP determina a incégnita
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a) G se n § par

Ny

nofs

b) H
s P

o

para demonstrar o lema a¢ima estabelegamos a seguinte ordem

se n é Impar

pares de mimeros naturais

(n,p) ¢ (n',p' )= < ou

\ nSn'

n + 3p < n' + 3p!

ni+ 3p = af # 5p!

entre

Com ests ordem estabelecida a qual seguiremos na resolu-

gao das equagOes vamos mostrar que nao podem comparecer na €quagao

x* 2P incégnitas:

nenm

com
'k

De fato,se

1

Gi . coeficiente de Fi u

21 + 3 7 n + 3p

ou

{éi + 3j =n + 3p
217 n

r21’.+5+3k7 n + 3p
ou

24+ 3 4+ 3k =n+ 3p

e

21+37 n

J

~ n
comparece na equagao x

ZP en=-
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1 contribui com peso 2i, Se o termo em questao

t8o 2i £ n pois ¥
x“ zjjqi tiver peso 3j segue que 2i + 3j = n + 3p ou seja estard na
equagao x 2P caso 2i = n e entao esta € a nossa incégnita ou entao
comparecerd posteriormente & sua determinagao. Agora se o peso for

34 +8 z;',--o( + £

superior a 3j portanto x segue que

B P o g2l S -d+E

ou seja

2i + 30, + 0

B
L]

=> n+3p=2i+3j+0+3E

Pp=3J-d+¢

donde n + 3p72i + 3) logo a equagao § posterior & de sua determina

¢ao. Em outras palavras Gy 3 s6 intervém em equagdoes posteriores &
H

equacao de sua determinagao.

Vejamos agora Hﬁ 1c® Suponhamos que Hl K comparega na equa
9 9

5 §Q 5 portanto 24+ 3 & n

cao x* z¥, mas Hﬂ,k é coeficiente de x
pois ?1 contribui com um termo de peso 2. Com isto em ¥ se o ter-
mo em questao tiver peso 3k segue que 2L+ 3% + 3k =n + 3p e entac
estd na sua equagao de determinacao se 2L+ 3 = n ou entdo serd pos
terior a ela. Agora se o peso & superior a 3k portanto x34+&zk-d‘+6-
entdo devemos ter n + p = 3k +&+ 38+ 2L + 3 e portanto 20+ 3 +
+ 3k { n + p. Logo a equagao & posterior & de sua determinagaoc, Ou-

tra vez chegamos a conclusao de que Hl K sé intervém nas equagoes
?

rosteriores & de sua determinaggo.

Com isto fica demonstrado que podemos passo a passo deter
minar as constantes Gi’j e Ei,k obtendo os desenvolvimentos deséja-
dos. Observamos que Gi,j comparece na equagdo de sua determinagao
com coeficiente 3i e que Hl,k comparece na sua equagao de determina

gcao com coeficiente 2.31.’
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Como aplicagao deste método oitamos o exemplo em que a a-

plicagao f é da forma

Y v
s |

para a qual determinamos o desenvolvimento de Mac-Laurin obtendo a-

(xy - xB)(l +2) + 2

y

través da convergéncia das séries expressSeé para @ e H, a partir

das quais chegamos & transformagao

4

: Eg (1 +u) v

u! = u + 5

22 3

1l - —3 v
3
‘ ws L3 ) Y3
vt o= v |14 ——
1 _,2_ v3
>
3

~

que seria muito diffeil de intuir. Os cdlculos deste exemplo deixam

de constar deste trabalho pelas razoes Sbvias.

Observamos que sendo B =z e A =0 nao estd satisfeita a
equagdo diferencial de compatibilidade da proposigac 18.2 e portan-
to ndo poderia ser Feduzido & forma normal pelo método daguele pard

grafo.

§20 - Uma descrigdo parcial das transformagoes no semi-plano v7 0

Para pontos da dobras geral temos

ju
Lo -5

denotemos por M(x,z) = R(x, 3x2, z)e

u(x, 3xg, z) = 2x0 + 7 + R(x, 3x2, z)
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Para x 70, seja F(x,z,u) = u - 250 - gz - M(x,2) a qual
para pontos préximos da origem tem-se Fz(x,z,u) ;4 0 ou seja podemos

obter pelo T. F. L.
z, = O+(x,u)
satisfazendo a F(x,0+(x,u), u)) =0 v (x,u) numa conveniente vizi-

nhanga.
Analogamente substituindo x por -x temos

3

F_(xyzyu) = F(-x,z,u) = u + 2x” = z = M(-x,32)
e novamente pelo T. F. I. temos
z_ = 0_(x,u)
satisfazendo
F_(x, 0_(x,u), u)) = 0 V(x,u)
numa conveniente vizinhanga.

Observermos também gque O+ e 8_ sao de classe Cw para x;éo.

Considersndo um ponto (uo,vo) préximo da origem com v°> 0

e tal que enm
as fungdes 6, e 6_ estejam definidas.

Q
Como vo7 0 segue que V_-;Z é de classe C numa vizinhanga

v donde
o)

N
1

= 9+ (V_:-.;_! u)

sdo de classe C°

N
I

o ( v___—-‘—;—, u)

Suponhamos agora que exista a transformagao ¢. Entao para
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todos os pontos da dobre geral vale:
u(x,z) + 6(F,%) = 2x° H(§,¥)

ocomo todos os pontos (u,v) com v70 préximos da origem sao imagens

da dobra geral temos:
(5 o,(\F ) + e(w,v) = 2 (\]%)3 H(u,v)

e também

—

u(- | o (= ) + o) = 2 ({577 ()

Somando-se membro a membro obtemos:

o) = - 2 (O[T o, ([ ) + w1 o3 w)

e subtraindo-se membro a membro teremos

1
W=

expressoes que nos fornecemG e H no semi-plano v 7 O,

B(a,v) - ([, o,(\ 2 w) - u=\-%, o (V5 w)

Se G e H se estendem para o eixo dos u e para © semi-pla-
no v <0, diferenciavelmente numa vizinhanga da origem,terf{amos re-
solvido o problema da forma normal, o que gerd alvo de uma andlise

futura.

OBSERVACZAO:

Considerando o exemplo do pardgrafo 19 ou seja
u= (xy - xa)(l +2) + 2
v =y

teremos sobre a dobra geral

3 3 3

u=2x’+2x" z +2 com M(x,2z) =2x" z



entao
o DD
z, = 9+(x,u) = 2x3
1 + 2x
3
z_ = 6_(x,u) = * 2x3
1l - 2x

que substitufdas nas expressoes de G e H dadas acima nos a4o

2
¢(u,v) = 2= v° _..1-..:‘.2.‘.1._
Y12
W 3
2
23 v +u
H(u,v) = 25—
2_ .5
l-—=<v
( 33

resultados a que j4 haviamos chegado no pardgrafo anterior.

As diferengas que se observam nos dois métodos sao as se-
guintes: a deste pardgrafo somente dd informagoes sobre o semi-pla-
no superior enguanto no outro obtemos ha hipétese da convergéncia
um resultado vdlido em toda uma vizinhanga da origem. Porém aqui sé

necessitamos a diferenciabilidade e nao a analiticidade.



PARTE C

Desorigoes geométricas

§21 - ({ - singuleridades do tipo III

De acordo com a definig@o 5.3 temos que f : V qu RB—-> R2

possui no ponto OE€V u.ma@- singularidade do tipo III se

5

ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxy(o,o,o) =0

W um(o,o,o) uxxy(o,o,o)

uxz(o,o,o) £0

k uxxy(o,o,o) um(o,o,o)

Uma rdpida andlise nos mostra que existem ao menos dois

modelos distintos para o tipo III a sabers

III ) Se
a
uxxx(o,o,o) uxw(o,o,o)
>0
uxxy(o,o,o) uxyy(o,o,o)
IIIb) se
uxxx(o,o,o) um(o,o,o)
<0
uxxy(o,o,o) um(o,o,o)

Vamos estudar em detalhes estes modelos,

Modelo para o ponto _d_e@ - singularidade do tipo IITI



Seja £ 1 VERI—» R?
x3 2
==+ xy - xz
fu=35
e
entao temos:
ux(o,o,o) =

uxz(o,o,o) = =1

\ uxxx(o,o,c)
(0y040)
L
a dobra geral
u, = x2 + y2 -2z =0

é um paraboldide eliptico onde

a intersecgao com cada plano
z = k70 (constante) & uma cir
cunferéncia de ceantro (0,0,k) y
e raio k.
Vamos agora olhar
para a imagem por f da  dobra
geral., Temos:
o2 2
u =X +y -3z= 0
Portanto:
y2 -2 = = x> .. -z == oo x(v - z)=~ax
de
.3 3
x 2 X 3 2_ .3
-2 ===+ - === - X m=—— X
u -z 3 x(v z) 3 3

~76-

|  £(xy¥,2) = (u,v) com

+ 2

uxx(o,o,o)l= uxy(?,o,o) =0

uxxy(o,o,o) 2 0
= >o
uxyy(°’°’°) 0 2
IZ

| \C:D/ [ 2=k




logo:

(u - 2)? = _%_ I

ou seja

9(u - 2)2 + 4(v2 - 2)° = 0

& a equagao da famflia de curvas imagem por f da dobra

é, cada circunferéncia no plano
z = k70 é levada por f na cur-

va 9(u - k)2 + 4(v% - k)7 = O.

Vamos analisar esta

famflia de curvas: para x = 0

isto

temos u = k donde Y2 ok =0 o

=3 k1/2 5 & u1/2. Como (u-k)zz 0
as curvas estarao sempre contidas no

interior da pardbola u = v2 e por se-

rem imagens de curvas fechadas serao também curvas fechadas.

el

V2

Ainda

observamos que para k »0 os pontos (k, kl/z) e (k, -kl/z) sao pon-

tos de ciispides ou seja a curva u = v2 é constitufda de pontos

cispide 3 excessao da origem onde as curvas fechadas colapsanm

ponto.

de

num

Modelo para o ponto g._e_a - singularidade do tipo III,

Seja £ vcRr3— R? |  £(xyyy2) = (u,v) oom
x3 2
U="s=xy =Xz + 2
3
v=y

entao temos:
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ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxy(o,o,o) =0

uxz(o,o,o) = =1

uxxx(o,o,o) uxxy(o,o,o) 2 0
uxxy(o,o,o) uxyy(o,o,o) 0 -2

A dobra geral

u_ = x2 - y2 -2 =0¢ un

Z=k
paraboléide hiperbdlico on //1;:;§27\\\ ,/<f?:hX/7

—— [ ==
. 0 y
de a intersecgac com cada o o e J

plano z = k (constante) € 1//
X
uma hipérbole,

Vamos agora O-
lhar para a imagem por f da
dobra geral. Temos: o
L

x2-y2~z=0..

u -
%o aRA a0 x> = x(v2 + 7)
X

logo

3

SR e e S 5 donde (u-z)2 == x6 ='-A'-(v2+z)3

3 3 9 9

ou seja

9(u - 2)2 = 4 (v2 +3)° =0

§ a equagao da famflia de curvas imagem por f da dobra geral, ou se

jas, a hipérbole do plano z =k & levada por f na curva
9(u - k)2 - 4(v* +x)° = 0

Para x = O temos u = k donde v2 + u = 0 ou seja uma pardbola e como
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(u - z)zz 0 segue que a imagem por f das hipérboles estarZo sempre

exteriores & pardbola u + v2 = 0,

v

3
— Y
—
<

Lot \/ T e
e

o
/7\
s
Convém notar ainda que os pontos da pardbola u + v2 = 0

sao todos pontos de cispide com excessao da origem. A origem & o
ponto onde os cdspides se tocarao pelo vértice e a partir daf se se
pararao em hipérboles cujo centro percorre a parte positiva do eixo:

dos ue.

Temos fortes razoes para acreditar que estes modelos Te-
presentam as formas normais para os tiposiIIIa) e IIIb). Em traba-

lho futurc pretendemos anslisar esta questao.
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§22 - Q— singularidades do tipo IV

De ancorde com a definigg.o 5¢3 temos que f : VC 1?.5—"7‘11.2

possuil no pento O€EV uma 62- singularidade do tipo IV se:

f

ux(m,o,o) = uxx(ogo,o) = uxxx(o,o,o) =0

uxy(o,c,o) quz(o,o,o)

1 uxxxx(o’o’o) £ o0

uxxy(o,o,o) ukxz(o,e,o)

(
Raalizando transformagdes de ecordemadas relativamente

simples podemos simplificar o desenvolvimento de Mac~Lavrin de f
chegando a expressSes que sugerem a existéncia de dels tipos de 62—
singularidade IVa ] IVb rapresentados pelos modelos abaixos
S = x4 - xéz - Xy + %
Iv
8
vV =y

4

j.u =X + xzz - Xy + 2

Ivb
i

Vamos estudar estes modelos em detalhes.

y

Mcdelo para o ponte de _@- singularidade do tipo IV

=g
Jﬁ 4 2
=X =X2z2=Xy +3

L.

Seja

entso temos:
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ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxxx(o,o,o) =0
uxxxgb,o,o) = 24

uxy(o,o,o) uxz(o,o,o) -1 0

uxxy(o,o,o) uxiz(o,o,o) 0 =2

este sinal caracteriza o tipo Iva.

De u, = 4 15 -2 x2 -y =0 tiramos y = 4 13 - 2 xz equa
gdo da dobra geral. Além disso de u _ = 12 x? - 22 = 0 tiramos a
superficie z = 6 12 que intercepta a dobra geral transversalmente
numa vizinhanga da origem e cuja intersecgao § uma curva regular“F

dada por

Yy=4x" =2 x2

a8
1]

z = 6 x°
ou parametrizada em fungao de x

X =X

Tz {y = -8 %

z =6 x
.

constitufda inteiramente de pontos cuspidais (uxy % 0), exceto na o

rigem.

Olhando para a imagem por f de X‘temos por equagao

AV
u=6 x2 -3 x4

£(Y) =

= ]
v = =8 x3 0
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que € uma cdspide simétrica em relagdo ao eixo dos u.

Analisemos um pouco as curvas de nivel., Para z = k (cons

tante )temos:

Y
7<= 4 %0 - 2 xk 0 k'°k>o
entao
yﬁ =12 x° - 2k -

donde tiramos que se k > 0 a curva
possui dois pontos estaciondrios
k

x=2)"¢6

que é um mdximo e um mfnimo, Se k = 0 & curva possui uma inflexdo

na origem e se k € 0 nao admite pontos estaciondrios.

Olhemos agora para o imagem por f destas curvas cuja e=-

quagao &:

V'
3 2 |
us==3x"+x k+k
F
v =4 x3 - 2 xk
C
Se k 7 0 temos para
Jx=0 9 B A Pl]
v=20
Es :
=T VT2
k<o k=0 kE
donde -
x=0=‘7u=k.'. (k,O)'-'-.A.
.—————1 2

N wu-xt-Pro cw-bg, 000

Agora para
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+ VTQ;TI(ponto onde a curva apresenta mdximo e mini

X =
mo), temoss i r - E; :
Lok c=k-k,2k3/2
| % A A R
2
k
— u=k-7 2]
X == V '% % S D= (k - %’ -2(-162)3/2)
v=-2 (7

Entao a curva terd o trajeto EB C A D B F apresentando em ¢ e D

clispides.
Se k = O obtemos
u = =3 x4
v =4 x3

que é uma curva de 42 grau com tangente vertical na origem.

Se k¥ { O obtemos

4

u==3%x" + x2 k +k

v 4 x3 - 2x k

que corta o eixo dos u no semi-eixo negativo e tem também tangente

vertical neste ponto.

Modelo para o ponto _dﬁ@- singularidade do tipo H—b

; 4 ]
‘Yu X'+ X2 =Xy + 2

Seja
.

entao temos:

]
~
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ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxxx(o,o,o) =0

uxxxx(o,o,o) = 24

uxy(o,o,o) uxz(o,o,o) -1 0
% 20
uxxy(o,o,o) uxxz(o,o,o) 0 2

este sinal caracteriza o tipo IVb.

3

De u = 413 + 2 xz2 -y =0 tiramos y = 4 X + 2 xz equa-
gao da dobra geral. Além disso de u o o= 12 x2 + 2z = 0 tiramos a
superficie z = =6 x2 que corta a dobra geral transversalmente numa
vizinhanga da origem e cuja intersecgﬁo é un> curva regular 51 dada
por

3

+ 2 x32

4 x

4
]

-6 x2

N
i

;
X =X

{z{v - -8’

2

L;Z ="6 X
constitufda inteiramente de pontos cuspidais(qiy#o)exceto a origem.

Olhando para a imagem por f de ¥' temos por equagao

u=-6x4+3xt )V
Q)
Vv = =8 x5 TT________’-U

que & uma cuspide simétrica,




Analisando agora as curvas de nivel vem:
tante) obtemos:
yk = 4 x3 + 2 xk

entao

para z=k(cong--

donde concluimos que se k < 0 a curva possui dois pontos estaciond-

rios a saber Iy

que é um minimo e um mgximo.

Se k = 0 a curva possui na o

rigem uma inflexao e se k% 0
nao possui pontos estaciond

rios.

Agora a imagem por f destas curvas serd

Su = =3 x4 - x2 k +%k
lv = 4 x3 + 2 xk

Se k < 0 teremos para

x =20

|

k>0 k-0 k<o

jv

¥
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2 2
-k E .
x='\‘_2'=7u=k'%<o"- g (k'k—i’ 0)

Agors para

—
x = tq%l.% (pontos de minimo e méximo) venm
2
k
1 n =Xk = T
2 .
=k k =k 2
X=+Y"g"-' - Cl=(k--3', 2(-—6-)3/)

2
k
— u=k-=7 2
(s D, = (k - K, -2(F)?
v - -2(3)3/?

Entao a curva terd o trajeto: El Bl Cl Al Dl Bl Fl apresentando em

C, e D, uma c\spide.

1 1l
Se k¥ = O obtemos
u = «3 x4
v =14 x3

que € uma curva de 42 grau com tangente vertical na origem,
Se k > 0 obtemos
S u = =3 x4 - x2 k +k
\ v =4 x3 + 2 xk

que corta o eixo dos u no semi-eico positivo e tem tangente verti-

cal neste ponto.

Queremos frizar aqul que os modelos sao distintos como a
firmamos no infcio pois nao se pode levar um no outro visto que no
IVa o cruzamento no ponto B se dd voltado para a cispide e mo IVb
o cruzamento no ponto Bl se 44 voltado para o lado oposto da cdspi-

de, portanto nao h4 simetria entre os dois modelos.
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Acreditamos que no caso geral o comportamento geométrioo
das 62- singularidade dos tipos Iva ] IV.b seja andlogo ao dos mode=-
los, porém dificilmente estes sao formas normais pois em uma vizi-
nhanga da imagem do ponto GE- singular temos uma reglaoc gue € cober
ta tr8s vezes pela dobra geral, o que provavelmente impossibilite a
adaptagdo ao modelo. E de se esperar que exista uma femflia de for-

mas normais possivelmente dependente de um ou meis parlmetros.
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